Concepto de derivabilidad

1. Concepto de derivabilidad

Definicion 1.1. Sea I un intervalo de R. Una funcién f: I C R — R es derivable en a € I si
fx)=f(a)

X—a x—a

A dicho limite lo notaremos f’(a). A la funcién a — f’(a) la llamaremos funcidn derivada

existe lim

de f y la notaremos f’.

Observacidn. La condicién de ser derivable es mas fuerte que la de ser continua, ya que si
f: I — R es derivable en a € I, entonces f es continua en a. El reciproco no es cierto. Hay

funciones continuas que no son derivables.
Ejemplos 1.
1) Si f es una funcién constante (f (x) = ¢, Vx € I), entonces su derivada es siempre
cero. En efecto:

, Cc—c ; 0
=lim —— = lim
XxX—a x—a XxX—ax—a

(@) = lim 7O _o.

X—a
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1.1 Derivadas laterales Concepto de derivabilidad

Concluimos entonces que, si f(x) =c¢, Yx €I, entonces f'(x) =0, Vx €1

2) La derivada de la funcién identidad (f(x) = x) es igual a 1 en cualquier punto. Lo

comprobamos aplicando la definicién de derivada:

=1.

(@) = lim LS @ g x—a
x—a xX—da XxX—=ax —a

Por tanto, si f(x) = x, entonces f'(x) = 1.

3) La funcién f(x) = x? es derivable. Su derivada en un punto a es, segtn la definicién,

lim li 2a.

@t IO S@ o rra)x—a)
x—a  x—a x—a x—a x—a xX—a

Obtenemos asi la férmula usual de la derivada de f(x) = x2, esto es, que f'(x) = 2x.

1.1. Derivadas laterales

Puesto que la derivada estd definida como un limite y sabemos la relacién entre limites

laterales y limite, podemos hablar de derivadas laterales.

Definicién 1.2. Sea f: I —» R, a € I, de forma que {x €I : x < a} # (. Se dice que f es
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1.1 Derivadas laterales Concepto de derivabilidad

derivable por la izquierda en el punto a si existe lim,_,,- % = f’(a™). Este limite se
llama derivada lateral izquierda de f en el punto a.

Si ahora el punto a es tal que {x € : x > a} # 0, se dice que f es derivable por la derecha
f(x)—f(a)

~———— = f’(a"). Este limite se llama derivada lateral derecha

en el punto a si existe lim,_, ;+

de f en el punto a.

Para que una funcién sea derivable deben de existir todas las derivadas laterales que tengan

sentido y coincidir.

Ejemplo 1. Consideremos la funcién f (x) = |x|, V x € R. Vamos a estudiar la derivabilidad
de la funcién valor absoluto en el punto a = 0. Para ello, calculamos las derivadas laterales

en dicho punto:

£(0%) = lim w — lim M: lim X _ 1
x—0+ x—0 x—0+ X x—0*t X

F07) = tim LSOy Iy =X
x—0~ x—0 x—0- X x—0- X

Por tanto, la funcidn valor absoluto no es derivable en cero, ya que las derivadas laterales en

dicho punto no coinciden; sin embargo, recordemos que esta funcidn si es continua en cero.
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Reglas de derivabilidad

2. Reglas de derivabilidad

Sean f, g: I — R funciones derivables en I. Entonces

» Derivada de la suma: (f + g)'(x) = f'(x) + g’(x).

Derivada del producto: (fg) (x) = f'(x)g(x) + f(x)g’(x).

f/(x)g(x) — f(x)g'(x)
(8(x))? '

(Regla de la cadena) Derivada de la composicion: (g o f)'(x) = g’(f (x) f'(x)

. Y
Derivada del cociente: (g) (x)=

Si f(x) = x", entonces, f'(x)=nx""1.

Ejemplos 2. Vamos a calcular la derivada de cada una de las siguientes funciones:
1) f(x)=7x>—2x2+4x—15 = f'(x)=21x%—4x +4.

2) flx)=572 = flx) =22 =

x2 x2
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Reglas de derivabilidad

3) Se considera la funcion a trozos:

x —4, six <O

f(x)=1{2x2—1, sio<x<1

==

s si x>1

En los intervalos ]—00,0[U]0, 1{U]1, + o[ el cdlculo de la derivada se realiza aplicando

las reglas anteriores. Esto es:

Si x<0=> f'(x)=1

Si0<x<1= f'(x)=4x
-1
Six>1=> fl(x)=—
x
Ahora hay que analizar la derivabilidad en los puntos x = 0 y x = 1. En primer lugar
descartamos el punto x = 0 como punto de derivabilidad ya que la funcién no es
continua en dicho punto (basta con comprobar que los limites laterales en el punto

0 son distintos). En el punto 1 si hay continuidad, asi que estudiamos las derivadas
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Derivacion de funciones elementales

laterales para comprobar que existen y coinciden.

1 2 —
f/(7) = lim OO g 2772 20 Dkl = lim 20c+1) =4
x—1 x—-1- x—1 x—1- x—1
paty= tim POZHU g DL gy 272 iy _—1=—1
x—>1+ x—1 x—-1+ x—1 x—1+ X(X—l) x—1t X

Las dos derivadas laterales en 1 existen, pero no coinciden, asi que la funcién f es
derivable en R\ {0, 1}.

1. Sea f(x) = (x®—2x +4)!. Para calcular su derivada, a nadie se le ocurre desarrollar
esta potencia, ¢verdad? Vamos a hacer uso de la regla de la cadena ya que la funcién
no es mds que la composicién del polinomio x> — 2x + 4 con la potencial x!”. Asi que
aplicando dicha regla nos queda: f’(x) = 17(x® —2x + 4)'%(3x2 —2).

3. Derivaciéon de funciones elementales

Usando las reglas que hemos visto y conociendo la derivada de las funciones elementales,
podemos calcular la derivada de cualquier funcion. En el Cuadro ?? tenemos la derivada (y

primitiva) de las funciones usuales.
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Derivacion de funciones elementales

f(x) f(x) [ f(x)dx
xn nxn—l (Tl-l- 1)—1xn+1
1/x —x7? log(|x|)

a” a*log(a) a*/log(a)

e* e~ e*

log(x) 1/x x log(x)—x
sen(x) cos(x) —cos(x)
cos(x) —sen(x) sen(x)

tan(x) cos2(x) —log(|cos(x)|)
senh(x) cosh(x) cosh(x)
cosh(x) senh(x) senh(x)
sec(x) sen(x)/ cos?(x)

cosec(x)  —cos(x)/sen?(x)

arcsen(x) 11_x2

arccos(x) 1__1x2

arctan(x) 3 +1x2

Cuadro 1: Derivada de las funciones elementales
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3.1 Derivacidn logaritmica Derivacidn de funciones elementales

Si repasamos lo hecho, nos damos cuenta de que nos ha quedado sin resolver el calculo
de la derivada cuando aparecen funciones tanto en la base como en el exponente. Aunque
existe una regla para su calculo, preferimos hacer el desarrollo completo, lo que se suele

conocer como derivacién logaritmica.

3.1. Derivaciéon logaritmica

La clave para calcular la derivada de f(x)&™) estd en derivar no dicha funcién sino su

logaritmo: por abreviar, si escribimos y(x) = £ (x)¢™), entonces

log(y (x)) = log (f (x)*)) = g(x)log(f (x)),

derivamos usando la regla para derivar un producto,

/_y/(x)_ / f/(X)
(log(y)) = o) g (x)log(f (x))+ g(x) )
y despejamos y’(x)
/ — / f/(x)
/() = () (/G log(f () + ¢ ) = )
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3.1 Derivacidn logaritmica Derivacidn de funciones elementales

_ G 7 f(x)
FOO (g og(F () + 20 25 )

Ejemplo 2. Vamos a calcular la derivada de la funcién y(x) = (x? + x)*e2),

» Tomamos logaritmos
log(y(x)) =log ((x2 + x)cos(x)) = sen(x)log(x? + x),

s derivamos

log(y(x)) = bACY) = cos(x)log(x? + x) + sen(x)zx 1
y(x) x2+x

» y despejamos y’(x)

y'(x) =y(x) (COS(X) log(x” +x) + sen(x) 1)

X2+ x

= (x2 + x)¥n) (cos(x) log(x? + x) + sen(x)

2x+1)
x24+x)
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Ejercicios

4. Ejercicios

Ejercicio 1. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)=4x>—5x2—7x+1, d) f(x)=(4x%2—3x+8)1°,
b) f(x)=x*+1, e) f(x)=(x®—4x+5)"/2
Q) f(x)=5vx, f) f(x)=x3.

Ejercicio 2. Calcula la derivada de las siguientes funciones:
a) f(x)= w3 d) fx) =255,
b) f(x) =25, &) f(x)=x>+,
0 flx)=24, D flx) =,

Ejercicio 3. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)=log(5x), Q) f(x)=log(v/cos(x)), e f(x)=1log(vx),
b) f(x)=e"*, d) f(x)=e"H, f) f(x) =221,
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Ejercicios

Ejercicio 4. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)=sen(4x*>—1), d) f(x)=tan(1),
b) f(x) = sen(cos(x)), e) f(x)=cos(e),
) f(x) = cos(sen(x)), f) f(x)=tan(log(x)).

Ejercicio 5. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)=arcsen(3x), d) f(x)=arcsen (%),
b) f(x)=arccos(y/x), e) f(x)=arccos(e),
¢) f(x)=arctan(x?—1), f) f(x) = arctan(log(x)).

Ejercicio 6. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)= +/log(3 + cos(x2 + 1)), d) f(x)=x%,
b) f(x)=arcsen(v1—x2), e) f(x)=10g(1+Vx2+1),
©) f(x) = (4—cos(2x)) tan(x), f f(x)=(2+1)".
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