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Abstract

The main purpose of this work is to analyze the conducting target
identification method based on S-Pulses and to optimize it, so that it
can be used in noisy environments. This method matches every target
in a library to a function, called S-Pulse, which contains information on
the target natural frequencies. This work is divided into six sections. In
the first one there are physical and mathematical tools required to use
S-Pulses and a wide explanation of how a target discrimination method
works. In the second one, two discrimination schemes are built for the
same set of three targets. One of these schemes is an original idea of this
work. The third section is about the signal scattered by a conducting
target, which is built using the Singularity Expansion Method, and the
mathematical operations done on this signal and on S-Pulses. In the
fourth section a new discrimination scheme is featured. This scheme
is made of S-Pulses that have free parameters that can be fit so that
discrimination capability is as high as possible. The final research is
exposed at fifth section. It shows the probability to identify the target
that produces the signal as the right target for different noise levels.
Conclusions from these results are presented at last section.
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3 1 INTRODUCCION

1 Introduccion

1.1 Frecuencias naturales y sefiales arménicas amortiguadas

Desde el punto de vista electromagnético, cada blanco conductor estd univocamente ca-
racterizado por un conjunto infinito de frecuencias naturales complejas, s; = 0; + jw;,
que dependen de su geometria y de sus caracteristicas electromagnéticas [1]: la conduc-
tividad (c), la permitividad eléctrica (¢), y la permeabilidad magnética (y). Por lo tanto,
las frecuencias naturales son independientes de la orientacién relativa del blanco con
respecto al radar que lo excita. Estas frecuencias surgen al imponer las condiciones de
contorno periddicas (continuidad) que deben verificar las corrientes en la superficie del
blanco y, a diferencia de las frecuencias de las ondas estacionarias en una cuerda fija por
sus extremos, no pueden expresarse como determinados multiplos de una frecuencia
fundamental. Cuando se emite un pulso de radar que incide sobre el blanco a identificar,
la respuesta del blanco una vez todo el pulso ha interaccionado con él (late time), pre-
senta un espectro de frecuencias caracterizado por las frecuencias naturales del blanco
conductor contenidas en el ancho de banda del pulso de radar emitido. La contribucién
al campo eléctrico generado por el blanco (en el late time) debida a una sola frecuencia
compleja es de la forma [1]

ri(t) = Aie7-cos (wit + ¢;) = Re [A;e* 9]

que corresponde a una onda plana de frecuencia w; multiplicada por un factor ¢’f, donde
0; ha de ser negativa, ya que la energia que porta la onda del campo electromagnético
ha de ser finita integrada a todo el espacio. El aspecto de estas funciones es el siguiente:

Ejemplos de funciones armoénicas amortiguadas exponencialmente
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Superponiendo las respuestas debidas a cada una de las m frecuencias naturales que se
hallan dentro del ancho de banda del radar que excita el blanco se obtiene la respuesta
del blanco:

m
r(t) =) Awei.cos (wit + ¢;) = Re
i=1

m
Z Aiesit+¢,‘]

i=1
A diferencia de las frecuencias naturales complejas, las amplitudes y los desfases de cada
componente espectral de la respuesta si dependen de la orientacién del blanco conductor,
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lo que hace que la respuesta en el dominio del tiempo sea dificil de predecir, y complica
el trabajo directo con ella. Sumando las tres funciones de la grafica anterior se obtiene:

Suma de tres funciones armdnicas amortiguadas exponencialmente

ri)

1.2 Transformadas de Laplace y Fourier. Teorema de la Convolucién

Por eso es muy Ttil tratar este tipo de sefiales, las formadas por un conjunto finito de
frecuencias complejas, en el dominio de la frecuencia (DF). Dos herramientas que se em-
pleardn para ello en este trabajo son la transformada de Laplace (TL) y la de Fourier (TF).

La transformada de Laplace de una funcién r(t) evaluada en s = ¢ + jw se define:

R(s) = £ {r(t)} (s) = /0 T () tat

Como s es una variable compleja, la funcién transformada L£{r(t)} estd definida en un
dominio complejo, y para visualizarla es necesario representar una superficie sobre dicho
dominio. Sin embargo, la transfomada de Fourier es una funcién (compleja) de variable
real:

R(w) = F {r(t)} (w) = / () e

—0o0

y su médulo puede visualizarse con una grafica corriente (2D). De hecho, la TF no es
mds que la interseccién del plano o = 0 con la superficie que representa la TL sir(t) =0
en t < 0. Cada una de estas transformadas presenta, por tanto, una ventaja y un incon-
veniente: la TL permite trabajar directamente sobre las frecuencias naturales (complejas)
del s6lido pero es mas dificil de analizar y requiere un tiempo de cdlculo numérico ma-
yor. La TF permite un trabajo mas cémodo, pero no permite el trabajo directo con las
frecuencias naturales complejas.

Se utilizardn a lo largo de este trabajo ambas transformadas segtin convenga. También
serd de importancia fundamental el Teorema de la Convolucién, que establece que la
transformada de Laplace de una convolucién,

(F9)0)= [ Flo)glt— )



5 1 INTRODUCCION

es igual al producto de las transformadas de Laplace de las funciones convolucionadas:

L{(f *8)(t)}(s) = F(s)-G(s)

Del mismo modo, la TF de una convolucién es igual al producto de las TF de las fun-
ciones convolucionadas. La transformada de Laplace para una funcién arménica amor-
tiguada de frecuencia compleja s; = 0; + jw; estd definida para Re[s] = ¢ > 0; y vale:

(1) =Re [4 0| — Ris) = L{(0}s) = At (=

Esta funcion diverge cuando ¢ — 0, y por tanto la funcién R;(s) presenta un polo en
la frecuencia compleja s; y otro en su complejo conjugada, s;. En general, la transforma-
da R(s) = L{r(t)}(s) tiene como polos las frecuencias complejas que contribuyen a la
respuesta del blanco r(t) y sus valores complejo conjugados. Hay una equivalencia en-
tre frecuencias complejas complejo conjugadas, si s; es frecuencia natural de un blanco,
entonces también lo sera s;.

1.3 Conceptos de E-Pulso y S-Pulso

Aplicando el teorema de la convolucién, si se multiplica R(s) por una funcién Ep(s) que
se anule en las frecuencias naturales y en las complejo conjugadas, y el comportamiento
asintético (tendiendo a 0) de Ep(s) prevalece sobre el comportamiento divergente de
R(s) cerca de todas las s; y s¥, el producto R(s)-Ep(s) no presentara polos en ningin
valor de s;, s;. Se dice entonces que se ha extinguido la frecuencia compleja s;. Una
funcién ep(t) que verifique que su transformada Ep(s) = L{ep(t)}(s) se anule en todas
las frecuencias naturales y sus complejo conjugadas se denomina pulso de extincion o E-
Pulso (Extinction-Pulse) del blanco conductor con frecuencias naturales s;, i = 1,...,m.
Si Ep(s) es una funcién sin singularidades, el producto R(s)-Ep(s) tampoco las tendra,
y dado que R(s) es muy pequefia lejos de sus polos, el resultado serd que el producto
es practicamente nulo en todo el dominio complejo de R(s). Como consecuencia, en el
dominio del tiempo, la convolucién

(r+ep)(t) = /+Oor(r)~ep(t —T)-dt

—00

cuya TL es Ep(s)-R(s), es también una funcién practicamente nula.

Si en lugar de emplear un E-Pulso ep(t) cuya transformada de Laplace Ep(s) se anule en
todas las frecuencias naturales y en sus complejo conjugadas, empleamos una funcién
spn(t) cuya transformada de Laplace Sp,(s) se anule en todas excepto en una de ellas (la
n-ésima) y en su complejo conjugada, el resultado del producto R(s)-Sp,(s) serd nulo en
todo el plano complejo excepto en s, = 0y, + jw, y en s;; = 0, — jwy, donde tendra polos.
Por lo tanto, en el dominio del tiempo la sefial observada al convolucionar r(t) y sp,(t)
serd una sefial armoénica amortiguada correspondiente a la frecuencia compleja s, (0 sj;).
La funcién sp,(t) se denomina pulso de extraccién del modo n-ésimo y, en general, se ha-
bla de S-Pulsos (Single-Pulses) para las funciones sp,(t), n = 1, ..., m, que extraen alguno
de los m modos naturales del blanco dentro del ancho de banda del radar. [2]
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Si las funciones Ep(s) (o Sp(s)) no presentan un 0 en todas (o todas menos una) las
frecuencias naturales y sus complejo conjugadas, aparecerdn en el producto de las trans-
formadas de Laplace varios polos complejos, lo que significa que la convolucién de la
sefal con el E-Pulso (o S-Pulso) no sera nula (ni tampoco una sefial arménica amortigua-
da), sino una superposicién de varias sefiales arménicas amortiguadas, una para cada
frecuencia natural del blanco conductor que no ha sido extinguida.

Para construir un E-Pulso o S-Pulso para un blanco solo es necesario el conocimiento
de sus frecuencias naturales. El comportamiento de E-Pulsos y S-Pulsos puede utilizar-
se para la discriminacién de blancos de radar, construyendo un E-Pulso o un S-Pulso
para cada uno de los blancos de una libreria. El método de discriminacién se detalla a
continuacion.

1.4 Proceso de discriminacién del blanco

Si se dispone de E-Pulsos de todos los blancos de una libreria entre los que se encuentra
el blanco problema, el procedimiento para identificarlo consiste en convolucionar, pa-
ra cada blanco de la libreria, su E-Pulso con la respuesta r(t) recibida del blanco. En la
préctica, este proceso de convolucién de r(t) con un conjunto de pulsos se realiza hacien-
do pasar la sefial por un banco de filtros, donde los filtros corresponden con los pulsos.
Si el resultado de la convolucidn no es cero, entonces el blanco seleccionado de la libreria
no coincide con el blanco problema. Si para algtin blanco de la libreria el resultado de
la convolucién es nulo, ese serd el blanco problema. El procedimiento para identificar
un blanco problema conociendo algtn S-Pulso de cada uno de ellos es similar al ante-
rior, salvo que la identificacién del blanco no se produce ahora cuando la convolucién
(r*sp,) es nula, sino cuando es igual a una sefial armonica amortiguada.

ESQUEMAS DE DISCRIMINACION EN RECEPCION
ESQUEMA DE DISCRIMINACION CON E-PULSOS ~ ESQUEMA DE DISCRIMINACION CON S-PULSOS

Se recibe  Se convoluciona con El resultado es Se recibe  Se convoluciona con El resultado es una onda
la sefial cada E-Pulso la sefial cada S-Pulso armoénica amortiguada?
-2 J— sp® — |t
r(t [ ) —— LA
() epz(t) — r(t) sz(t) — R AN,
L- sp) — =

En el esquema representado en la figura, el blanco problema se identifica como el segun-
do blanco de la libreria de M blancos.

Dos ventajas de este método de discriminacién son que es independiente de la orien-
tacién del blanco (el método y los filtros lo son) y que el proceso de identificacién es
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muy rapido, ya que solo requiere del paso de la sefial por un banco de filtros. Pueden
presentarse algunos problemas con este método. Por un lado, el deterioro de la sefial
que emite el blanco en el trayecto hasta su recepcion y el ruido (superposiciéon de la
radiacién presente en el medio a la sefial del blanco) pueden hacer que la respuesta
r(t) recibida presente pequefias componentes en frecuencias distintas a las naturales del
blanco conductor, y por tanto R(s) tenga un valor apreciable en frecuencias distintas de
las naturales o sus complejo conjugadas, provocando que la convolucién para el blanco
correcto no sea la esperada. Por otro lado, puede ocurrir que los E-pulsos o S-Pulsos
correspondientes a dos blancos distintos de la libreria, tras la convolucién con la funcién
respuesta r(t), den un resultado muy parecido si las frecuencias naturales son similares,
y no se pueda distinguir cudl de los dos blancos de la libreria es el blanco problema para
una sefial dispersada no perfecta. Estos problemas son mdas importantes cuanto menor
es la ratio S/N (Signal to Noise), cociente entre la intensidad de la sefial emitida por el
blanco y la del ruido ambiental.

Del mismo modo que pueden utilizarse E-Pulsos y S-Pulsos como funciones analiticas
para convolucionarlas sobre la respuesta que se recibe del blanco conductor, también es
posible sintetizar ondas de campo electromagnético en las que el campo eléctrico tenga
la forma de ep(t) o spn(t). Si la seial que envia el radar al blanco es de esta forma,
y carece de todas o todas excepto una frecuencia natural, al incidir sobre el blanco la
respuesta que este proporciona es nula, en el caso del E-Pulso, o una sefial arménica
amortiguada exponencialmente, en el caso del S-Pulso, en aplicaciéon del Método de Ex-
pansioén en Singularidades (SEM). No seria necesario, por tanto, tratar matematicamente
(convolucionar) la sefial recibida con funciones de referencia, pero habria que emitir dis-
tintas sefales, hasta que la sefial dispersada posea la forma deseada. Este es el llamado
esquema de emisién y fue el esquema inicial que se propuso [4]. Su principal inconve-
niente es la dificultad para sintetizar y radiar el campo eléctrico con la forma deseada.
En este trabajo se utiliza el esquema de recepcion (el de la imagen de la pagina anterior),
que es el méas utilizado por ser técnicamente més sencillo de analizar en la préctica y
menos vulnerable al ruido.

En general, ni los E-Pulsos ni los S-Pulsos son tinicos para un blanco dado, a diferencia
de sus frecuencias naturales, ya que solo existen restricciones respecto a su contenido
espectral. Varias investigaciones recientes han tratado de estudiar qué funciones son las
mas convenientes para ser empleadas como E-Pulsos o como S-Pulsos de forma que se
optimice el proceso de discriminacién de blancos [3] [6]. Trabajando con E-Pulsos, esto
requiere que la convolucién sea lo més cercana posible a cero para todo ¢ cuando se utili-
za el E-Pulso correspondiente al blanco correcto y lo més distinta posible de cero cuando
se utiliza el E-Pulso correspondiente a otro blanco. Trabajando con S-Pulsos, la convo-
lucién debe ser lo mas parecida posible a una funcién armoénica amortiguada cuando
se emplee el S-Pulso correspondiente al blanco correcto y lo mds diferente posible de
una funcién armoénica amortiguada cuando se emplee el S-Pulso correspondiente a otro
blanco. Para que el esquema se pueda utilizar en la préctica es especialmente necesario
optimizar el funcionamiento del sistema de discriminacién cuando se trabaja con bajos
cocientes S/N, es decir, cuando hay mucho ruido que contamina la sefial emitida por el
blanco. Uno de los objetivos fundamentales de este trabajo es optimizar la calidad del
método de discriminacién de blancos de radar, obteniendo pulsos de extraccién median-
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te diversos procedimientos analiticos y comparando los resultados obtenidos con cada
tipo de S-Pulsos. Para ello serd necesario cuantizar la calidad de discriminacién un es-
quema concreto, lo que se hara mas adelante.

Para poner en préctica el método de discriminacién, este serd aplicado a una libreria
formada por tres blancos, cada uno de ellos es un hilo conductor. La eleccién de es-
te conjunto de blancos se debe a que los hilos son los conductores més sencillos que
pueden estudiarse, donde tanto la sefial dispersada como las frecuencias naturales se co-
nocen analiticamente. Una propiedad que verifican es que existe una una relacién entre
la longitud L de un hilo y sus frecuencias naturales s;, para los hilos del mismo material
y de igual seccién [8]:

siL=cte, i=1,...m

Uno de los hilos tendra longitud L, y otros dos, longitudes 0.9L y 1.1L. Con estos blan-
cos también se consigue que las frecuencias naturales de los blancos de la libreria sean
parecidas, situdndonos en una situacién donde la identificaciéon puede ser problematica.
Se etiquetardn los hilos utilizando su longitud relativa al primero, L, = 1.0, 0.9 y 1.1, se
construird un S-Pulso para cada uno de ellos y después se generara la sefial que emite
el de L, = 1.0. Finalmente, se estudiard el comportamiento del esquema de identifica-
cién para distintas condiciones (nivel de ruido, tipo de S-Pulsos utilizados, dngulo de
orientacion relativa del hilo respecto del radar, etc).

1.5 Conjuntos de funciones base

Para llevar a cabo la construccién analitica del S-Pulso, el procedimiento usual consiste
en expresar la funcién sp,(f) como combinacién lineal de un conjunto de funciones base
{fi(£)}M .. A partir de ahora se supondr4, sin pérdida de generalidad, que la frecuencia
natural que no extingue el S-Pulso es la tltima (m) dentro del ancho de banda del radar,
y se omitira el subindice n al hablar de S-Pulsos: sp(t) = spu(t). El S-Pulso sp(t) se
expresa como:

M
sp(t) = E(x,((")fk(t) 0<t<T
k=1

En las referencias citadas al final del trabajo se encuentran varios conjuntos de funciones
base utilizadas, entre las que estan distintos tipos de funciones arménicas y polindmicas.
A parte de la condicién de que la transformada de Laplace sea nula en las frecuencias
naturales, se imponen distintas condiciones a la funcién sp(t), dependiendo del conjunto
de funciones base utilizado: continuidad, derivabilidad, etc.

Un primer conjunto de funciones base que puede utilizarse es el de los splines polinémi-
cos. Un spline polinémico de grado k es una funcién definida a trozos, en la que cada
trozo es un polinomio de grado k, que es continua y derivable hasta orden k — 1. Los tro-
zos de la funcién tienen duracién 7, de forma que si hay n trozos el S-pulso tendrd una
duracién T = nt. La expansion del S-Pulso en este conjunto de funciones es de la forma:

OalDt g palDie i</t <iv1

0, en otro caso

n—1
sp(t) = ;) Qi(t), Qi(t) = {
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Al trabajar con estas funciones base se imponen las condiciones de continuidad y deri-
vabilidad hasta orden k — 1 que ha de cumplir el spline:

Qi(tis1) = Qiy1(tiqn), i=0,1,..,n =2

Qiltit1) = Qi1 (tiv1), i=0,1,.,n—2

ngkil)(ti—i-l) = Qgizl)(ti—b—l)r i=01,.,n-2

Ademads, debe imponerse la anulacién de la transformada de Laplace en todas excepto
la dltima de las m frecuencias naturales del blanco conductor en el ancho de banda del
radar:

Sp(sj) = Sp(s;) =0, j=1,..m—1
Se han de imponer, por tanto, k(1 — 1) condiciones de continuidad y 2m — 2 ecuaciones
correspondientes a la extincién de frecuencias naturales. Dado que para la determinacién
del S-Pulso hay que calcular los k + 1 coeficientes del polinomio en cada uno de los n
trozos del S-Pulso, hay en total n(k + 1) incdgnitas. Si el nimero de ecuaciones es igual
al de incégnitas, el sistema de ecuaciones es determinado y se dice que el S-Pulso que se
estd construyendo es natural. Si hay mds incégnitas que ecuaciones se dice que es forzado,
y han de imponerse condiciones adicionales. En este trabajo se trabajard exclusivamente
con S-Pulsos naturales, pues son los més utilizados en la bibliografia relacionada. Los
S-Pulsos forzados presentan un nuevo pardmetro del que depende el comportamiento
del sistema discriminante. Para los S-Pulsos naturales se tiene:

kn—1)+2m—-2=nk+1) =n=2m—k—2

Este valor de n serd la duracién temporal del S-Pulso natural en unidades de 7. Los
coeficientes de las ecuaciones del sistema anterior dependen de 7, y para que exista una
solucioén no trivial, el determinante de la matriz de coeficientes debe anularse. De modo
general, esto ocurrira solo para ciertos valores de 7. Al imponer esta condicién aparece
una ecuacién no lineal en 7, que en general presenta varias soluciones. La solucién maés
adecuada es el T més pequefio, que es la que hace el S-Pulso mds corto, lo que es conve-
niente de cara a los célculos posteriores (el motivo se explicard mas adelante).

El conjunto de funciones base anterior presenta el inconveniente de que hay que imponer
explicitamente muchas condiciones de continuidad y derivabilidad que alargan el traba-
jo. Este inconveniente desaparece si se utilizan los S-splines polindmicos para construir
la funcién polinémica a trozos. La ventaja es que cualquier combinacién lineal de B-
splines desplazados serd continua y derivable hasta cierto orden, sin necesidad imponer
adicionalmente las condiciones de continuidad y derivabilidad. Las tinicas condiciones
que se han de imponer son, por tanto, la anulacién de la transformada de Laplace en las
frecuencias naturales del blanco conductor. Los B-splines polinémicos de orden I, Nj(t),
son polinomios de grado I — 1 a trozos. Se definen a partir del primero de ellos [3],

N () = 1, 0<t«1
n 0, en otro caso

De la forma:
+o0

Nj(x) = N N1 (x — t) Ny (t)dt

Algunas propiedades importantes que presentan los S-splines polinémicos son:
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1. Tienen soporte compacto de tamafio igual a su orden, Nj(t) =0sit < 0ot > I
2. Cumplen la relacién recursiva Nj(t) = 5 -Nj_1(x) + =N (£ - 1).
3. Son simétricos pares respecto al centro de su soporte, N;(£ +t) = Ny(§ — t).

4. El conjunto {N;(t)},2, es una base del espacio de polinomios de cualquier grado.

A partir de la propiedad (2) se obtienen facilmente las expresiones de los B-splines po-
linémicos de orden superior. Para obtener Np(t):

Ny(t) = (; - 1) Ni(F) + (1 _ % _ 1) Ny (£ —1)

t, 0<t«1
Ny(t)=<2—t, 1<t<?
0, en otro caso

La expresion de N3(f) y la de N4(t) se obtienen de igual modo:

- 0<t<1 £ 0<t<1
2 < 3 2
2’ - ((=17 | (=12 | =1 1
—243t—3, 1<t<2 ;2)% Tty g 1SE<2
N3(t) = ’ = Ny(t) = 2 _(p—2)242 s<t<3
" S-3t+3, 2<t<3 (1 (2t74>3( )*+3 <
0 en otro caso I 3<t<4
’ 0 en otro caso

La representacién grafica de los primeros pB-splines polindémicos se realiza abajo. Este
altimo conjunto va a ser el primero que se va a utilizar en este trabajo para la construc-
cién analitica de S-Pulsos.

[i-splines polinémicos de orden 1, 2, 3y 4
T T T T T T

0.8

N, ®

04




11 2 CONSTRUCCION DE S-PULSOS SOBRE B-SPLINES POLINOMICOS

2 Construccion de S-Pulsos sobre B-splines polinémicos

21 S-Pulsos continuos y truncados

Una vez se ha dividido la duracién temporal T del S-Pulso en n intervalos de longitud
T, T = nt, hay dos formas de trabajar:

1. Expandir el S-Pulso utilizando solo los B-splines polinémicos contenidos totalmen-
te dentro de la duracién temporal del S-Pulso:

smozng(iﬂ)

Fuera de 0 < t < T el S-Pulso seria autométicamente nulo.

2. Expandir el S-Pulso utilizando también los B-splines polindmicos contenidos par-
cialmente en la duracién temporal del S-Pulso:

n—1 t
sp(t) = Z C,-N; (T — r>
r=—I1+1

Este desarrollonoesnuloen (—/+1)T <t <Oniennt <t < (n+1+1)7, luego
debe considerarse vélido el desarrollo solo en 0 <t < T, quedando asi:

LGN (F ), 0<tST
sp(t) =
0, en otro caso

1 S-Pulso continuo, con n =10 S-Pulso truncado, con n = 10
o
—N, (Vz-r), r par —N, (V/r-r), r par
ol —N, (¥/z-r), rimpar L —N, (Vr-r), rimpar
—S-Pulso —S-Pulso

< 0.6f

(t/z-

Z 0.4F

0.2r

Una ventaja del primer método es que el S-Pulso obtenido serd continuo y derivable en
sus extremos t = 0 y t = nt. El principal inconveniente es que, cerca de estos extremos,
la forma del S-Pulso obtenido serd necesariamente igual a la del B-spline de orden [ uti-
lizado, pues cerca de t = 0 (o t = nT) el S-Pulso consiste en una constante multiplicada
por el B-spline situado més a la izquierda (o mds a la derecha). Con el segundo método
no se presenta este inconveniente, y corresponde al desarrollo en splines estandar pre-
sentado al comienzo de la seccién 1.5, pero el S-Pulso no serd continuo ni derivable en
los extremos como consecuencia de truncar la expansién en estos puntos.

Toda la bibliografia referenciada utiliza los S-Pulsos truncados. Sin embargo, como que-
daré claro posteriormente, los S-Pulsos continuos reducen mucho los célculos, y los re-
sultados obtenidos utilizando ambos tipos de funciones son igual de aceptables. Por
tanto, los S-Pulsos continuos pueden ser los mas interesantes para la mayoria de las apli-
caciones al campo de la discriminacién de blancos de radar. Este tipo de S-Pulsos es una
aportacion original de este Trabajo de Fin de Grado.
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2.2 Condiciones del S-Pulso. Sistema de ecuaciones

Para construir el S-Pulso hay que conocer los coeficientes C, (incégnitas) y el valor de 7.
Al trabajar con S-Pulsos continuos hay n — I 4- 1 coeficientes C,, y con S-Pulsos truncados,
hay n + [ — 1 coeficientes. Para determinarlos hay que recurrir a los requisitos que debe
cumplir el S-Pulso. Los requisitos relacionados con la continuidad y la derivabilidad en
(0,nT) quedan automaticamente satisfechos al trabajar con -splines polinémicos. Debe
imponerse la anulacién de la transformada de Laplace del S-Pulso, Sp(s) = L{sp(t)}(s),
evaluada en las m frecuencias naturales que el blanco conductor presenta en el ancho de
banda del radar salvo en la dltima (sy, ..., s,,—1), y en sus valores complejo conjugados
(s], ..., s;,_1)- Entonces:

A partir de la expansién del S-Pulso y teniendo en cuenta que el soporte de sp(f) es
0, T1:

Sp(s1) = £ (5p(1) (5) = ;cr' f (=) e =
= ZC / Ny (t—r)-e*rdt =1-) G /On Ny (t —r) e 5T.dt

El sistema de ecuaciones homogéneo que resulta es:
L / Ni (1= r) et = G / Ny (t—r)eSTdt =0, i=1,.,m—1

Han aparecido tantas ecuaciones como el doble frecuencias naturales del blanco con-
ductor dentro del ancho de banda del radar menos dos, 2m — 2. Recordando que habia
n—14+1o0n+1—1 coeficientes C, a determinar, puede establecerse una relacién entre
la duracién temporal n del S-Pulso en unidades de 7, el orden I de los B-splines po-
linémicos utilizados y el namero m de frecuencias naturales dentro del ancho de banda
del radar, de forma que el problema presente el mismo niimero de ecuaciones que de
incégnitas. En concreto, para los S-Pulsos continuos, n — [ +1 = 2m — 2, mientras que
para los S-Pulsos truncados, n 41 —1 = 2m — 2.

A continuacién se desarrollan las integrales que aparecen en las ecuaciones anteriores. Si
el soporte del B-spline polinémico Nj(t —r), que es (7,7 +1), estd contenido integramente
entre los limites de integracion, es decir, si r > 0y r + 1 < n, entonces la integral puede
calcularse:

/ Nl (t—?’)‘e_sit’r'dt:/ Nl() —stT e STt
0

—r
Dado que n —r > 1y —r < 0, fuera del dominio de integracion anterior Nj(t) es nulo, y
puede hacerse:

n—r o)
/ N (t) -e 5T e 5T dt = ¢=5i'7. / N (t) e~ dt
—r 0

La anterior integral es la transformada de Laplace de Nj(t), que aplicando la definicién
de N;(t) como convolucién de N;_1(t) y Ni(t), y a su vez la de N;_1(t) como convolucién
de Ni(t) y Nj_»(t), y asi sucesivamente, sera el producto de la transformada de Laplace
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de Ni(t) porlade N;_1(t), olade Ni(t) porla de Ni(t) y por la de N;_»(t), o la de Ny (¢)
elevada a I. Entonces:

efsfff./ N (t) -e~5%.dt = e*SirT-/ (Nj_1 % Nyp) (t) -e 5i'"dt =
0 0

[ee] (o] l
— efs,-rr./ (Nl % .. (I veces) % N1> (t) e ST p — p—SiTT, (/ Ny (t) 'es,-trdt> —
0 0

1 : ~1 % 1—e st
— e—sirr_ / e—sitrdt — e—sirr. 7,6—5#1' — e—sirr'
0 ST 0 SiT

En la construccién de S-Pulsos continuos solo aparecen integrales de este tipo. En la
construcciéon de S-Pulsos truncados, sin embargo, aparecen algunas integrales en las que
N; (£ —7) no es nulo para todo t fuera del dominio de integracion. Estas integrales apa-
recenpara —/+1 <r <Oyparan—I+1 <r <n—1,yhan de calcularse explicitamente
en cada caso, no existiendo una expresién general como la anterior. S aparece, no obs-
tante, una relacion entre las integrales correspondientes ar =riyr =n+ry,sir; <0
(y por tanto n —rq > n) [3]:

N N, —s;itT n —s;tT _ n e —s;tT _
) () e % dt 4+ : N (t) e *"dt = + N (t) e *"dt =

—r —(n+nr —n—r —r

n () 1 _ E—S,‘T I
:/ N; (t) .e*Si“dt:/ Nj (t) -e 5" dt = <>
0 0

S;T
Es decir, solo es necesario calcular la mitad de estas integrales. Quedard mas clara esta
propiedad en la construccién del S-Pulso truncado para los hilos.

Una vez calculadas las integrales de los B-splines polinémicos, se obtiene un sistema
homogéneno de 2m — 2 ecuaciones y 2m — 2 incégnitas (los coeficientes C,). Para que
este sistema tenga solucion no trivial, el determinante de la matriz de coeficientes debe
anularse. El primer paso, por tanto, es calcular el menor valor de T que anula el deter-
minante de la matriz anterior. Después hay que obtener los coeficientes C, resolviendo
el sistema de ecuaciones compatible indeterminado. Matricialmente:

M, M, - Mign-3 Moy G 0
M;, My, - Moop—3 Mj -2 @) 0
Mpy—31 Moy—3p - Mow—3m—3 Mom—32m—2 Com—3 0
Moy—21 Mom—2s - Mom—2om—3 Mom—22m—2 Com—2 0

En forma de sistema, puede resolverse:
MG+ MipCo + -+ My —3Con—3 = —Mi2n—2Com—2

M 1C1 + MpoCo + - + Mpom—3Com—3 = —Moom—2Com—2

Mpy—31C1 + Moy —32Co + - + Mow—32m—3Com—3 = —Mapu—32m—2Com—2

Se debe extraer la submatriz cuadrada M, _3 de orden 2m — 3 formada a partir de la
matriz de coeficientes M eliminando la tltima fila y la dltima columna. También se extrae
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el altimo coeficiente, Cy,,—>, del vector de coeficientes C, para obtener C_, de dimensién
2m — 3,y los 2m — 3 primeros elementos de la dltima columna de la matriz se denotan
por M_. La matriz M serd invertible siempre que el valor de T no anule su determinante
(lo que ocurre en todos los casos que se tratan en este trabajo). Por tanto, asignando al
pardmetro Cp,—; el valor 1 se obtienen el resto de los coeficientes:

My 3C- = —-M_ —C_ = — (Mzm_g)il M_

Es conveniente normalizar los coeficientes C, obtenidos en los casos anteriores de forma
que la energia de todos los S-Pulsos que puedan construirse, que es proporcional a la
suma de los cuadrados de los coeficientes C,, sea la misma. Dicha suma se igualara a 1
en todos los casos tratados en este trabajo.

2.3 Construcciéon de los S-Pulsos continuos

Ahora se va a construir el S-pulso continuo para el hilo de L, = 1.0. Para facilitar el
procedimiento de calculo numérico se va a utilizar un sistema de unidades adecuado.
Sean L la longitud del hilo y c la velocidad de la luz, se va a trabajar con las frecuencias
naturales expresadas en unidades c/L. Esto significa que, para obtener el valor de las
frecuencias naturales en su unidad en el sistema internacional (s1), hay que multiplicar
el valor numérico que se utiliza durante el cdlculo por ¢ y dividirlo por L. Utilizar es-
te sistema de unidades implica que todas las variables que tengan dimensién temporal
vendrdn dadas en las unidades utilizadas en el célculo, por ejemplo, el tiempo T obtenido
estard expresado en unidades L/c. Las cinco primeras frecuencias (angulares) naturales
del hilo son, en unidades c/L [8]:

i |1 2 3 4 5
oi/m | —0.0828 —0.1212 —0.1491 —0.1713 —0.1909
wi/m| 09251 1912 2884 3874  4.854

Se van a considerar para la expansién del S-Pulso B-splines polinémicos de orden I = 3,
N3(t). Se va a suponer que el ancho de banda de la sefial con la que se ilumina excita
las 5 primeras frecuencias naturales del blanco. Por lo tanto, m = 5, y hay 2-(5—1) = 8
ecuaciones, y el nimero de incégnitas serd n — 1 +1 =n — 3+ 1 = n — 2. Entonces, para
obtener el S-Pulso natural, la longitud del S-Pulso en unidades de 7 serd n = 10.

Como trabajando con S-Pulsos continuos r solo puede tomar valores 0 < r < n —|,
todas las integrales que aparecen son del tipo

n 1—e s’
/ N (t—r) e ST dp = e SIT. <> ,i=1,.m—1
0 ;T

Luego el sistema de ecuaciones queda de la forma

7 —sT\ 3

1 _ ST
Z C,-eSiT. (e) =0,i=1,..,4
r=0

S;T

Y simplificando el factor comtin independiente de r entre paréntesis:

7
Y Cre =0, i=1,..,4
r=0
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La matriz de coeficientes es

1 e—S1T 2517 ef(nfl)sl'c 1 e~ S1T = 29T o= 7siT
1 e ST e~ 25T e—(n=D)sit 1 e=SiT 25T o= 78T
1 e—52T e—ZSZT e—(n—l)szr — 1 e %27 672527 67752'{
1 e*sfnflT efzsr*nflT g*(”*l)sfnflf 1 e*SZT 672511— 37751’[

El primer paso es calcular el menor valor de T que anula el determinante de la matriz
de coeficientes expuesta antes. En la gréafica se muestra el valor del determinante de la
matriz de coeficientes para distintos valores de 7.

Determinante de la matriz de coeficientes en funcion de ©
I T T T T

02— —

-0.4 -

-0.6— =

Determinante de la matriz de coeficientes

08 —

4 | | | | 1 | 1 | |
o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
/L

El primer cero se alcanza en T = 0.2581 L/c. La variacién del valor del determinante
es muy rdpida alrededor del primer cero, lo que facilita encontrarlo con precisién. Este
comportamiento es general en todos los S-Pulsos construidos.

Tras resolver el sistema de ecuaciones y normalizar, los coeficientes C, obtenidos son:

r] 0 1 2 3 4 5 6 7
C, | 05402 03763 03515 03179 03084 0.3005 0.2937 0.2652

Ya ha quedado totalmente determinado el S-Pulso, pues se conocen todos los parametros
que aparecian en la expresion

sp(t) = gcr'Nl (i - 7>

Siguiendo el mismo procedimiento se construyen los S-Pulsos para los hilos de longitud
relativa L, = 0.9y L, = 1.1. Se ha justificado en la introduccién la importancia de trabajar
en el dominio de la frecuencia, y resulta ttil representar la transformada de Fourier de
los S-Pulsos. La representacion grafica de los S-Pulsos y la de sus transformadas de
Fourier se encuentran en la pagina siguiente.

Se observan valles en las frecuencias naturales del hilo que se pretenden extinguir, s;,
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S-Pulsos continuos para los hilos de Lr=0.9, 1.0y 11

05 T T T
Lr =09
0.45— —
_Lr =1.0
04— —Lr =11 |-
0.36 —
. 031
-
B
T 0251 -
o
02— —
015 -
01— —
0.05— =
0 L \ \ \
0] 0.5 1 1.5 2 25 3
te/L
. Transformadas de Fourier de los S-Pulsos continuos para Lr=0.9, 1.0, 1.1
10 ¢ T T T T T T T T 3
L =097
¢ ]

—L =10|7
v
—L =14
v

| FispheLic)f
=
T

wl/c

i =1,...,4, que aparecen con lineas punteadas en la grafica de la TF. Se observan ademds
mas minimos a frecuencias mayores, comportamiento que se observa en algunas fuentes
de informaciéon consultadas [3]. Uno de estos minimos es cercano a la frecuencia natural
que no se quiere extinguir, pero no es coincidente, asi que no supone ningtn problema
a la hora de identificar el blanco.

2.4 Construccion de los S-Pulsos truncados

Ahora se va a construir el S-Pulso considerando también todos los B-splines polinémicos
de orden I = 3 cuyo soporte esté contenido parcialmente dentro de (0, T). La longitud
del S-Pulso, en unidades de 7, serd n =2(m —1) —1+1 =8 -3+ 1 = 6. La condicién
de la transformada de Laplace nula en todas las frecuencias naturales y en las complejo
conjugadas excepto s; se traduce en:

5 6 5 6 .
Z Cr-/ N; (t—7r)-e 5T.dt = Z Cr-/ Ny(t—r)-esiTdt=0, i=1,..4
r=-2 0 r=-—2 0
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Para r = 0,1,2,3, el integrando contiene completamente el soporte del B-spline po-
linémico de orden 3, (0,3), luego estas integrales coinciden con las calculadas en el caso
anterior. Para los demds valores de r el dominio de integracién no incluye todo el soporte
del B-spline. Hay que calcular estas integrales. Sin embargo, solo hay que calcular dos
de ellas, ya que las otras dos estan relacionadas.

n—r

n 6—r
I = /0 Ni(E—r)eTdi= [ Np(t) eS0T g = g5t / Ns (1) 517t
—r

—r
7 3 2 2
1 1 —4 0
8 3 1 1
2 2 -5 JO

Como
2 3 1—e s>
</ / > N3 (t)-e **T-dt = (/ +/ > N3 (t)-e %'T-dt = ()
0 2 ST
deben calcularse las integrales para r = —2 y r = 5 y obtener las otras dos a partir de
ellas:
3 #2 9 —2e7 T 4 @72 (2 — 25,T + 52T7)
-2 _ N t 'e_sitT'dt — / - 3t —s;tT dt 1 1
/2 3(t) 2 (2 +2> 25373
1 142 e ST (=2 — 25T — s772) + 2
5 —s;tT —§;tT i
.= N3 (t)-e " 'dt:/—' trdt =
. /0 3(1) ¢ 0 2° 25373
Inmediatamente se obtienen las integrales parar = -1y r =4:

2 1—e 8T
= / N (t) -e‘si”-dt:< > / N5 (t) -e5'T-dt
0
3 —ST
. :/ N3 (t) ~esi”-dt:( ) / Nj (t) -e 57.dt
1

Tras calcular las demads integrales se habia d1v1d1do a la hora de escribir la matriz de
coeficientes por el factor comin
1—esT\°
< 5iT )

Luego para que el resto de los coeficientes de las ecuaciones no cambien, han de dividirse
las integrales anteriores por dicho factor. Introduciendo este factor y el término e™*", los
coeficientes Mg, de la ecuacién quedan:

—SirT, Jr
e 1 .ISI

S 1—e%7 3
8T
La matriz de coeficientes queda:

M—Z M—l 1 e 517 6—2517 e—Ssl'r M4
M2 MU 1 et e ®T e T M M
M22 Mfl 1 e %27 672527 ef3szr M4 MS
1
1

— — __a* _ * _ *
M Mt 1 e ST et et ME o MD,
4 4 4 4
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Una vez se construye la matriz, el procedimiento es analogo al del caso anterior: se bus-
ca el primer T que anula el determinante, que se encuentra en T = 0.3403, después se
resuelve el sistema compatible indeterminado, y a partir de los coeficientes C, obtenidos
se llega al S-Pulso. Los coeficientes normalizados son:

r| -2 —1 0 1 2 3 4 5
C, | 08139 02753 02529 02194 02109 02066 0.1918 0.1604

Se representan los S-Pulsos truncados obtenidos para cada hilo y sus transformadas de
Fourier:

S-Pulsos truncados para los hilos de Lr=0.9, 1.0y 141
0.6 . ‘ ‘

Lr=0'9
—1L =10
r
— =4
r

o
=
T

|

sp{icil)

o
w
T

|

fe/L

. Transformadas de Fourier de los S-Pulsos truncados para Lr=0.9, 1.0y 1.1
10 £ T T T T T T T T

| F(sp)eel i)

Los S-Pulsos truncados son decrecientes durante todo su dominio temporal. Los con-
tinuos alcanzaban un maximo muy pronto y a partir de ahi también decaian. Ambos
tipos de S-Pulso tienen formas parecidas. En cuanto a las transformadas de Fourier, en
el caso de los S-Pulsos continuos decaian, con la frecuencia, més rapido que en el caso
de S-Pulsos truncados. El decrecimiento puede llegar a ser problematico si el ancho de
banda en el que se hallan las frecuencias naturales es muy amplio. En ese caso, el efecto



3 GENERACION DE LA SENAL DEL HILO Y CONVOLUCIONES CON LOS
19 S-PULSOS

de extincién sobre los polos de la sefial podria ser distinto para cada polo. Podria tam-
bién ocurrir que una frecuencia natural pequefia que se desea extinguir, si el resto de
frecuencias naturales son mucho mayores, no pueda extinguirse frente a ellas, debido a
que el médulo de la TF del S-Pulso sea mayor en los minimos de bajas frecuencias que
en los maximos de altas frecuencias. Este razonamiento no es definitivo, y se someterd a
prueba en la siguiente seccién, explicando los resultados obtenidos.

3 Generacién de la seial del hilo y convoluciones con los S-

Pulsos

3.1 Generacion de la seiial

Una vez construidos los dos tipos de S-Pulsos, se va a generar la sefial que devuelve el
hilo conductor tras ser excitado por el radar. Para ello hay que producir una sefial de la

forma:
5

() = ZAi(Q).eUitJrj(witJr‘Pi(g))
i=1
Donde A;(0) y ¢;(0) son la amplitud y el desfase de la contribucién a la respuesta del
blanco debida a cada frecuencia normal, y dependen de la orientacién. Se ha supuesto
que la sefial del radar con la que se ilumina el blanco tiene un ancho de banda donde
solo se incluyen las 5 primeras frecuencias naturales. Se construye la respuesta para un
angulo 6 = 30° entre la direcciéon del hilo y la direccién de propagacion del pulso de
radar incidente sobre él, dados las amplitudes y los desfases dependientes de 6 por el
Meétodo de Expansién en Singularidades [1]. La representacion gréfica de esta sefial es:

Sefial devuelta por el hilo de Lr=1 .0 con §=30°
T T T

100 :

80

ritciL)

-100-

-150 |
0

En esta gréfica r(t) = r° (t). La parte de la sefial que consiste en una suma de funciones
armonicas amortiguadas es la posterior a la linea punteada (late time). El espectro de fre-
cuencias de esta tltima parte se representa a continuacién, y muestra las contribuciones
de cada una de las cinco frecuencias naturales del hilo de longitud L, marcadas con la
linea de puntos. Los valores de w para los que aparecen los méximos no dependen de la
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orientacioén, pues son las frecuencias naturales del hilo, sin embargo las amplitudes y la

altura de los maximos si lo hacen.

Transformada de Fourier de la sefial devuelta por el hilo de L =1.0, 0=30°

I I F I I I I I

3.2 Convolucion de la sefial del hilo con los S-Pulsos

18 20

Es de esperar que al convolucionar el late time de la respuesta r(f) y un S-Pulso del
hilo de L, = 1.0 quede como resultado la sefial armoénica amortiguada correspondiente
a la tnica frecuencia natural del hilo cuya contribucién no se ha extinguido con el S-
Pulso, s5 = (—0.1909 + 4.854i) 7t ¢/ L. Se representa la convolucién en el caso del S-Pulso

continuo:

Convolucion de la respuesta del hilo de Lr=1 .0 con el S-Pulso continuo del hilo de Lr=1 .0

25 T T T T T T T T

{r+sp) (tc/Ly

Efectivamente se obtiene una sefial arménica amortiguada con un factor de amortigua-
cién (linea de puntos dibujada en la grafica) y una frecuencia de oscilaciéon idénticos a los
correspondientes a s5. El periodo de oscilacion esperado es 27t/ (4.8547) = 0.412 en uni-
dades c/L. Si se convoluciona la respuesta con el S-Pulso continuo correspondiente a los
hilos de L, = 0.9 y L, = 1.1 se desea encontrar un resultado diferente. La representacién

de estas convoluciones se muestra a continuacion.
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Convoluciones de la respuesta del hilo de Lr=1 .0 con los S-Pulsos continuos de los hilos de Lr=0.9 y1.1
2000 ‘ ‘

1500

1000

500

0

{r«sp) (tc/L)

-500 -

-1000 -

-1600 =

-2000 - —

2500 | !
0
telL

Estas sefiales son irregulares, las cuatro frecuencias naturales s;, i = 1,...,4 no se han
extinguido y lo que se observa es una superposiciéon de las cinco frecuencias naturales
del hilo. No debe pasar desapercibido que en las gréficas de las convoluciones (7 *sp)(t)
solo se representa la parte central de ellas, formada por los valores de ¢ para los que el
S-Pulso queda totalmente dentro de la sefial. Se puede dividir el soporte de (7 * sp)(t)
en tres regiones, segun el valor de t:

1. Region 0 <t < Tyt

(r=sp)(t) = [ r(@)sp (=)

2. Parte central, region T, < t < Tg:
t
(resp)(t)= [ r(@)sp(t—1)
=Ty
3. Region Ts < t < T + Tyt

(esp)) = [ revspli=7)

P

donde T es la duracién de la sefial y T la del S-Pulso. En las gréficas de convoluciones
solo se representa la parte central, que es la regién de interés. Si se toma el comienzo de
esta region como t = 0, su instante final es T; — Ts,. De esta forma:

Senal
D e
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Solo es significativa la parte central de la convolucién porque es la tinica en la que
estd presente todo el S-Pulso y por tanto toda la informacién de las frecuencias natura-
les del blanco. Si no esta presente toda la informacién, no se obtendran los resultados
buscados. La necesidad de seleccionar una region, la central, de la convolucién se debe a
que la sefial y el S-Pulso son sefiales de duracién finita. Interesa que esta regién central
sea lo mas grande posible, para lo que es necesario que la longitud del S-Pulso sea lo
mas pequefa posible. Esta es la razén por la que se elige el valor de T mas pequefio de
entre todos los que anulan el determinante, acortdndose asi la duracién del S-Pulso y
alargandose la de la parte central de la convolucién.

Para el caso de las convoluciones con los S-Pulsos continuos de los blancos no coin-
cidentes con el blanco que devuelve la sefial (L, = 0.9 y L, = 1.1), las transformadas de
Fourier de las partes centrales de dichas convoluciones son:

s Transformadas de Fourier de las convoluciones en los casos no coincidentes, Lr=0.9 y Lr=1 A
25 T \ T \ \ \ \ \

—_—].=09
T

—L =11
r

..

4 6 8 10 12 14 16 18 20
wl/c

Estas transformadas de Fourier presentan picos cerca de las frecuencias naturales del
hilo, como cabe esperar dado que estan relacionadas con el producto de la TF de la sefial
devuelta por el hilo por la TF del S-Pulso. Como la amplitud de la TF del S-Pulso es de-
creciente con w, los méximos a baja frecuencia son mayores que a alta frecuencia. La TF
de la parte central de la convolucién con el S-Pulso del blanco coincidente se representa
en la pagina siguiente.

El ajuste es practicamente total entre la curva numérica, obtenida al realizar la trans-
formada de Fourier de los datos de la convolucién, y la curva teérica esperada. Para
obtener esta tltima curva [5]:

[6(55#&1)1 fc [e(srjw)TC _ 1}

F{(spxr)(t)}(w) = B /OTC (") e Itdt = 8-755 —jwo =B p—

Donde T¢ es la duracién del intervalo temporal en el que se integra la convolucién
(r+sp)(t), y B es un factor multiplicativo que se ha escogido de forma que ambas curvas
tomen el mismo valor maximo. Si se representa la convolucién (r * sp)(t) y su TF para
el S-Pulso discontinuo correspondiente a L, = 1.0, el resultado es peor que el anterior,
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Transformada de Fourier de la convolucion en el caso coincidente, Lr=1 .0, con S-Pulso continuo
400 T T T T

——Numérica
——=Tebrica =
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250

|F(rsp) )
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(=]
T

100

25

lo que permite anticipar que la capacidad discriminatoria del método serd mejor con
S-Pulsos continuos que con S-Pulsos truncados en este ejemplo.

Convolucion y su Transformada de Fourier en el caso coincidente, Lr=1 .0, con S-Pulso truncado
40 i ; ) ; 1000

——Numérica
200 gy B
Teorica

800+

700

8600

5001

|F(rsp)alic)f

4001

3001

200F

100}

.30 I L L I 0
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Se va a resaltar un hecho que puede pasar desapercibido. En la introduccién, al ha-
blar sobre la TF, se dijo que la TF de la convolucién (r x sp)(t) era el producto de las
TF R(s) y Sp(s). Sin embargo, en el caso de las TF que se acaban de representar esto
no ocurre. La razén es sencilla: no se ha tomado toda la convolucién, sino solo la parte
atil (central) de ella. Si se toma la convolucién entera, su TF y el producto de las TF
R(s) y Sp(s) si coinciden a la perfeccion. Para el S-Pulso continuo del hilo de L, = 1.0 se
representan estas dos curvas en la pagina siguiente.

Ambas lineas estan superpuestas completamente. Sin embargo, esta forma de trabajar
no sirve para el esquema de discriminacién planteado, debido a que esta TF no co-
rresponde a la de una sefial armoénica amortiguada exponencialmente (l6gico, pues la
convolucién entera no es una funcién de este tipo), y no sirve para discriminar positi-
vamente al blanco. Por tanto, se ha llegado a la justificaciéon de que es necesario realizar
explicitamente la convolucién, no podria simplificarse el esquema a realizar el producto
R(s)-Sp(s), pues esto no funcionaria. Realizar la convolucion explicitamente en el do-
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Transformada de Fourier de la convolucion completa y producto R{w)-Sp(w)
8 T T T T T T T T

—  |R(xL/)}SpLio)f
—  |F(rsp)elio)f

16 18 20

minio del tiempo permite seleccionar la zona de interés, paso que no puede realizarse
directamente en el dominio de la frecuencia.

3.3 Medida cuantitativa de la capacidad discriminatoria del método

Aqui comienza el estudio cuantitativo de la capacidad del método de los S-Pulsos para
discriminar sefiales procedentes de distintos blancos. El primer paso es definir una mag-
nitud que mida cémo se parece la transformada de Fourier de la convolucién de la sefial
con un S-Pulso a la transformada de Fourier de la convolucién esperada. Una magnitud
adecuada es el Numero de Discriminacién de S-Pulso (SDN), que es el pardmetro que
sirve para identificar el blanco que ha mandado la sefial: serd aquel cuya convolucién
presente un SDN de menor valor, y se define [5]:

We -1

SDN = 1— M" 1Cs ()] \F(w)]dwr- [/: |Cs(w)|2dw-/

Ws

|F(w)\2dw]

Donde F(w) y Cs(w) son las transformadas de Fourier de la convoluciéon medida y de la
convolucién tedrica, respectivamente. Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

1F-gl* < 1FI gll®

Con f, g dos funciones cualesquiera del espacio de Hilbert. Ademads, la igualdad solo se
alcanza si f y g son linealmente dependientes. En el caso de que f y g sean ortogonales, la
norma del producto vale 0. Las funciones Cs(w) y F(w) pertenecen al conjunto de Hilbert
formado por las funciones de L?|ws, w,] que tienen como soporte el intervalo [ws, w],
que es el intervalo de frecuencias en el que trabaja nuestro sistema de discriminacién
(en nuestro caso, ws = 0y w, = 25¢/L, fuera de este intervalo la amplitud de la TF
es practicamente 0 en todos los casos tratados en este trabajo). En la definiciéon de SDN
aparece un cociente que valdrd, segin lo dicho, 1 en el caso de que las dos funciones
sean linealmente dependientes, y cero si son ortogonales. Este cociente es una medi-
da de cuénto se parecen Cs(w) y F(w). Por tanto, el SDN serd mds cercano a 0 cuanto
mas parecidas sean ambas funciones, y se alejara de este valor cuanto més distintas sean.

Los SDN obtenidos utilizando los S-Pulsos continuos son:
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- Con el S-Pulso correspondiente al hilo con L, = 0.9, SDNp9 = 0.8459.
- Con el S-Pulso correspondiente al hilo con L, = 1.0, SDN; o = 0.0071.
- Con el S-Pulso correspondiente al hilo con L, = 1.1, SDN; ; = 0.8824.

Efectivamente el menor SDN obtenido corresponde al S-Pulso del hilo cuya sefial es
la que se ha convolucionado con cada S-Pulso, y la diferencia entre los valores de los
casos no coincidentes y del caso coincidente es muy apreciable. Se utiliza otra magnitud,
el Factor de Discriminaciéon o Discrimination Factor (DF) [6], que es el promedio de la
diferencia relativa entre el SDN minimo (correspondiente al S-Pulso del blanco coinci-
dente con el blanco problema) y cada uno de los SDN correspondientes a los S-Pulsos
de los blancos no coincidentes. Si el minimo SDN tiene lugar al utilizar el S-Pulso del
blanco j:

1 N SDN; — SDN;

DF =
SDN; + SDN]‘

N-—1 i#j,i=1

El valor de DF estad comprendido entre 0 y 1, siendo mas facil la discriminacién cuanto
mas cercano es DF a 1. Para el caso anterior:

1 SDN1.1 - SDNLO SDNO.9 - SDNl.O
DF = = — 0.9837
2 |SDNy, + SDNyy |+ SDNys + SDNy,

Si se realiza el mismo proceso con los S-Pulsos discontinuos, se obtienen:
- Con el S-Pulso correspondiente al hilo con L, = 0.9, SDN = 0.6436.
- Con el S-Pulso correspondiente al hilo con L, = 1.0, SDN = 0.0229.
- Con el S-Pulso correspondiente al hilo con L, = 1.1, SDN = 0.6680.

Y el factor de discriminacion es DF = 0.9341. Como era de esperar, se ha consegui-
do mejor discriminacién con el conjunto de S-Pulsos continuos. En lugar de obtener un
S-Pulso que extinga la frecuencia natural s5 del hilo se puede obtener uno que extin-
ga cualquier otra frecuencia natural. En las siguientes tablas se muestran los resultados
(SDN y DF) al extiguir cada una de las 5 frecuencias naturales del hilo dentro del ancho
de banda del radar. Para los S-Pulsos continuos:

Si S1 S2 S3 S4 S5
SDNpg | 0.0064 0.0344 0.0605 0.1275 0.8459
SDNip | 0.0021 0.0031 0.0115 0.0040 0.0071
SDNp; | 0.0181 0.0411 0.0967 0.1588 0.8824

DF 0.6544 0.8473 0.7341 0.9445 0.9837

Para los discontinuos:

S; S1 S S3 S4 S5
SDNpo | 0.0211 0.0422 0.1151 0.2662 0.6436
SDNpo | 0.0070 0.0010 0.0116 0.00035 0.0229
SDN;p; | 0.0274 0.0418 0.1203 0.2001  0.6680

DF 0.5482 0.9535 0.8206 0.9970 0.9341

En dos ocasiones se obtiene una mejor discriminacién con el S-Pulso continuo y en tres



4 CONSTRUCCION DE S-PULSOS SOBRE B-SPLINES EXPONENCIALES 26

con el discontinuo. Esto indica que no hay un tipo de S-Pulsos que discrimine mejor que
el otro en todos los casos, sino que dependerd de varias variables, como la frecuencia
natural no extinguida. Se estudiara el comportamiento del sistema con respecto a algu-
nas variables (el nivel de ruido y el &ngulo que forma el hilo respecto a la direccién del
pulso incidente) en las siguientes secciones. Por otro lado, se concluye a partir de estos
resultados que la discriminacién es mejor cuando se extinguen las frecuencias mas bajas,
dejando sin extinguir alguna de las méas altas. Recordando las representaciones de los
modulos al cuadrado de las TF de los S-Pulsos, que decrecian con w, se tiene la explica-
cién de este hecho.

Cuando se deja sin extinguir s;, la frecuencia natural mds pequefia, el médulo de la
TF del S-Pulso en ese punto es mucho mayor que los valores que toma el médulo a
frecuencias maés altas, independientemente de si éstas estdn extinguidas (se ha utilizado
el S-Pulso correspondiente al blanco correcto que presenta un minimo en dichas fre-
cuencias) o no (se ha utilizado un S-Pulso que no presenta un minimo en ellas). Este
razonamiento es valido aunque la TF de la convolucién no sea exactamente igual al pro-
ducto de Sp(s) y R(s). Entonces, en la convolucién estd presente una componente muy
grande en la frecuencia natural s; en comparacién con las demds componentes (aun-
que estas no hayan sido extinguidas, es decir, aunque |Sp(s)| no presente un minimo en
ellas), por lo que dicha convolucién es muy parecida a una onda armoénica amortiguada
con frecuencia compleja si, y al compararla con la funcién teérica correspondiente se
obtiene un SDN muy cercano a 0 con los tres S-Pulsos.

Un valor mas alto del DF implica valores del SDN mas distintos entre los blancos inco-
rrectos y el blanco correcto. El interés en el estudio del DF de cada sistema de discrimi-
nacién (de cada conjunto de S-Pulsos, uno para cada hilo), se debe a que se espera que
para mayor DF el esquema presente mejor comportamiento en ambientes ruidosos, lo
que significa que permita identificar el blanco correcto a mayores niveles de rudio. Esto
es el objetivo dltimo de un sistema de discriminacién y es lo que se tratara de estudiar
al final del trabajo.

4 Construccién de S-Pulsos sobre -splines exponenciales

A partir de ahora se utilizara otro conjunto de funciones base para el desarrollo de los S-
Pulsos. Se trata de los B-splines exponenciales. Estas funciones poseen parametros libres,
cuyo valor no queda establecido al resolver el sistema de ecuaciones en la construccién
del S-Pulso, que pueden por tanto ser modificados hasta lograr una discriminacion 6pti-
ma. Esta caracteristica no esta presente en el conjunto de funciones base de los S-splines
polinémicos utilizado hasta aqui [6].

4.1 Obtencién de los B-splines exponenciales de menor orden

Matematicamente, los B-splines exponenciales son funciones ,B%(t) dependientes de un
vector de pardmetros complejos & = (ay,ay, ..., «;). Para estudiarlos conviene partir del
operador diferencial Ly de orden [, que verifica que las [ raices de su polinomio carac-
teristico son a1, ay, ..., ;. Entonces puede expresarse el operador Lz como convolucién de
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operadores diferenciales de primer orden [8]:

L 40 4(0-1) d ;
H{f()} dt()+lldt( )+ +a1d +a0 f()_

<;t uc11> <5t—a21>*. <;t ocll)f()

El B-spline exponencial de orden ! = 1 es una funcién con soporte [0, 1], definida:

o 0<t<1
ﬁi(t)={e =

0, en otro caso

que verifica la ecuacién diferencial

Ly {ﬁ}c(t)} =0

en todos los puntos excepto en t =0y en t = 1, donde ni siquiera es derivable. Al igual
que en el caso de los B-splines polinémicos, los B-splines exponenciales se construyen de
forma recursiva mediante convolucién:

Br() = (Blal ey ¥BY) () = (Bh % Blyx % B3, (8)
El B-spline exponencial de orden [ tendrd soporte [0,/] y serd solucién de la ecuacién

diferencial
Ly {ﬁ%(f )} =

en todos los puntos exceptoent =0,t =1, .., t =1 -1yt = I, donde ni siquiera es
derivable | veces. Para construir el B-spline exponencial de orden 2:

Bl = [ BL (0 Bh(— 1)

El soporte de B3 ,,(t) esté formado por el intervalo de t donde la convolucién no es nula,
te[0,2]. Para realizar la integral, hay que tener en cuenta dos tramos, te[0,1] y te(1,2].
Ademés, el proceso de integracion es distinto si a3 = ap = a que si a1 # ap. En el primer
caso, en te[0,1]:

t
Boalt) = [ BHOVBAE = rydr = [ eme e = e
0

En te(1,2]:

1 1
Bial) = [ BB —T)dr = [ Tl = 2 - e

Luego:
te*, 0<t<l
()= @2—-ne, 1<t<2

0, en otro caso
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En el segundo caso, y para te[0, 1]:

t t t
ﬁ%qmq(t) = / ,3}(1 (T)'ﬁiz(t —T)dt = / e T.p2(t=T) g — ptat. / elt1—0)T g —
0 0

0

t
et [e(“lf“Z)T} . et2t. [e(“lf"‘Z)t — 1} et _ ptiat

X1 — &2 X1 — &2 X1 — &2

Para te(1,2]:

1 1
ﬁil,lxz(t> = llel( )ﬁ}éz(t - T>'dT - /t'—l ealr'eaz(tiT)'dT - eazt‘ /t'_l e(aliaz)r'd’[ =

t—1

1
etet. [e(“r“z)f} . et [3(“1—062) — e(M—az)(f—l)} prta(t=1) _ o (1)

&1 — &2 &1 — &2 &1 — &2
Luego la expresion del B-spline exponencial de orden 2 con a; # a5 es:

e"‘lffeD‘Zt
= 1,) - 0<t«1
2 aqtag (t—=1) _ ,aq (t—1)+ap
:Boq,utz(t> = € 051_542 7 1 S t S 2
0, en otro caso

En el limite ap — ay se recupera la expresiéon para a; = ap, = a. Se observa que el
B-spline exponencial es invariante frente a la permutacién de a; y . Este resultado es
general, todos los B-splines exponenciales independientemente de su orden son invarian-
tes frente a una permutacioén de los coeficientes ;. Para el B-spline exponencial de orden
3, el soporte es te[0, 3], y habra que distinguir 3 casos, a1 # ap # a3 # a1, &1 = &3 7# A
y &1 = ap = a3. En cada caso hay que tratar con 3 intervalos. Se muestran directamente
las expresiones analiticas. Para el caso a; # ay # a3 # ayq:

(az—ap)e® ! +(a) —az)e2! 4 (ap—ap )e*3! <
R 0<t<1
”‘1 ( e“3 +e"‘2) L] ( ”‘3+e“]) it (e"‘l +g"‘2) <
3 (t) — 0(1 D(z% 3 — 0(1 Dél 1)(2)(042 0(3) (0(2*063)(0(3*0&1) 4 1 — t < 2
oq,00,03 o (t-2 +a2+a3 o2 (1=2)+aq+ag o3 (t=2)+ay +ay 2< <3
(1 —ap) (g —a3) (ag—aqp) (@ —u3) (vz—ap)(az3—ay)” - =
0, en otro caso

Para el caso a1 = a3 # ap:

( ealt . . e”‘Zt
ey (=)t = 1) 4+ s, 0<t<1
e ((1+e* 27 ) (1—(ag —a2) (1)) a1 — g +an (1)
3 (( & )( (0‘1 ";2)( )) (5] 0‘2) 2 1+ap(t 21 ) 1 S f <2
i (t) - o1 (=) +ap (=) €2a1+a2(z’i£5“2)
(- ((“1_“2)(t_3)_1)+mz 2<t<3
0, en otro caso

Para el caso a1 = ap = a3 = a:
26‘“ 0<t<l1
B ()= (Bt—t2—3)ed, 1<t<2
waa (5—31‘4—7) et, 2<t<3
0, en otro caso

En todos los casos, con a1 = ap = - = a; = 0, se recuperan los B-splines polindmicos.
Se representan algunos B-splines exponenciales de orden 1y 2 en la siguiente gréfica.
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B-splines exponenciales de orden 1y 2
16 T T T T T T T

4.2 Optimizacién sobre B-splines exponenciales de orden 1

A continuacion se construirdn S-Pulsos para los mismos hilos que en los casos anteriores,
utilizando como funciones base B-splines exponenciales de orden 1. Para orden 1 los S-
Pulsos continuos y los truncados son iguales. La expansion tendra la forma:

() =L ool (27

Dado que se quieren anular 4 frecuencias naturales del hilo, junto con los valores com-
plejo conjugados, se tienen 2-(m — 1) = 8 ecuaciones, y al ser el nimero de incognitas 7,
el valor de n para el S-Pulso natural es n = 8. Las ecuaciones que resultan al imponer
contenido energético nulo del S-Pulso en las frecuencias naturales del blanco, es decir,
transformada de Laplace del S-Pulso nula en las frecuencias naturales y en sus complejo
conjugadas, son:

Sp(s;) = ri)Cr-L {5}( (i - r) } (5j)) =0 = ri:)Cr- /On BL(t—r)e5'Tdt =0 =

7 1 7 ST 1 7
— Z Cr/ eat‘efs]-(t+r)7.dt -0 — Z C,e 57 |: :| =0 — Z C,e %" =0
r=0 0 r=0 &—=S5iT]y r=0
Las frecuencias complejo conjugadas de las naturales, s]?*, j=1,..,4, también deben ve-
rificar la ecuacién anterior. El sistema ha quedado totalmente reducido al mismo que en
el caso de los B-splines polinémicos, por lo que su resolucién es analoga al caso anterior
(btisqueda del menor valor de T que anula el determinante de la matriz de coeficientes
y obtencién de los C;). Cambiard la construccién del S-Pulso una vez obtenidos estos
coeficientes. Construyendo los S-Pulsos correspondientes a la extinciéon de la frecuencia
natural ss5 de los hilos de L, = 0.9, 1.0 y 1.1, convoluciondndolos con la respuesta que
proporciona el hilo de L, = 1.0 y calculando el DF para cada valor de « se obtiene la
grafica de la pagina siguiente.

Se alcanza un maximo de DF cerca de a = 0, valor que corresponde al desarrollo de los
S-Pulsos en B-splines polindmicos. En concreto, el méximo se alcanza en ag = 0.30 +0.01,
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Factor de Discriminacidn frente al valor de o
1 T T T T T

y vale DF(ap) = 0.9987. Los SDN obtenidos al convolucionar cada S-Pulso construido
con este valor ag son:

- Con el S-Pulso correspondiente al hilo con L, = 0.9, SDNp9 = 0.6649.
- Con el S-Pulso correspondiente al hilo con L, = 1.0, SDN; o = 4.43-10~*.
- Con el S-Pulso correspondiente al hilo con L, = 1.1, SDNp 1 = 0.6606.

La representacion del S-Pulso construido de esta manera para L, = 1.0 es:

S-Pulso desarrollado sobre [31(t) en o=0.30, para Lr=1 .0
0.8 T T T T

0.7 —

0.6 =

0.5 =

0.4 —

sp (ic/l)

0.3 =

01 7]

fe/L

Esta optimizacion en el pardmetro a se puede realizar extinguiendo cada una de las fre-
cuencias naturales del blanco. Si se extinguen cada una de estas frecuencias, el valor ag
6ptimo y el méximo de DF en cada caso se muestran en la tabla:

S; ‘ S1 S 83 54 S5
ng | —7.42 0.42 6.60 —1.58 0.30
DF | 0.9147 09609 0.9914 0.9964 0.9987

El mejor resultado se alcanza optimizando el S-Pulso que no extingue la frecuencia na-
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tural més alta.

4.3 Optimizacién sobre B-splines exponenciales continuos de orden 2

Ahora se desarrollara el S-Pulso sobre B-splines exponenciales de orden 2, lg%al,ucz)(t)'
En este caso si hay posibilidad de escoger entre trabajar con B-splines exponenciales
continuos y truncados. Se va a razonar con qué tipo de f-splines exponenciales es maés
facil el trabajo. Con S-Pulso continuo el desarrollo serd

n—2 ’ t
Sp(t) = Z C”'ﬁ(:xl,zxz) <T - 1’)
r=0
Y con S-Pulso truncado,

-1
£ = 1’:[:71 Cr.ﬁ%ﬂcl,az) (% - 7/) 4 0 St< T
sp(t) =
0, en otro caso

Para que haya el mismo ntiimero de ecuaciones (8) que de incégnitas, se requiere en el
primer caso n = 9, y en el segundo, n = 7. El sistema de ecuaciones queda:

7 n
Sp(si) = ;)Cr-/o ,B%M,az) (t—r)-e¥Tdt =0 =
7 n—r
=) Cr-/ ettt T 4 = 0
r=0 -t
Para el S-Pulso continuo, se cumplen —r < 0y n —r > 2, lo que hace que todas las

integrales de la ecuacién de arriba puedan simplificarse quedando el sistema igual que
en el caso de orden 1:

7
£ Creor =0
r=0

Sin embargo, para el S-Pulso truncado hay dos valores de r para los que esto no se cum-
ple,r = =1y r = n — 1. Para ambos casos deben calcularse explicitamente las integrales
y resolver un sistema de ecuaciones diferente en cada iteracién del proceso de optimiza-
cién, puesto que la matriz de coeficientes del sistema que debe resolverse para obtener
los coeficientes C, depende de a1 y ap. Ahi estd el principal inconveniente de la utiliza-
cién de S-Pulsos truncados, y la mayor ventaja que proporcionan los S-Pulsos continuos
propuestos en este Trabajo de Fin de Grado. A continuacién se optimiza el valor de DF
empleando B-splines exponenciales de orden 2 continuos. En la pagina siguiente se re-
presenta la superficie DF = DF(«aq,a7) en el intervalo xe[—2,2], ye[—2,2].

En la grafica se observan dos zonas donde la funcién DF(a,ay) presenta un valor méxi-
mo. Si se realiza la representacion para un intervalo de valores de a1 y a; mds amplio, se
encuentra que ambas regiones se extienden mucho mads lejos, pero sin alcanzarse valores
de DF superiores al maximo absoluto en el intervalo de representacién, que es igual a
0.9994. Se escoge uno de los puntos donde se alcanza el DF méaximo, por ejemplo el
mas cercano a (0,0), que es (0.3,0.8), para obtener el S-Pulso correspondiente a dichos
valores de a1 y ay. La representacion de este S-Pulso se muestra en la pagina siguiente.
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Factor de Discriminacion en funcion de o, Y @, para S-Pulsos construidos sobre B-splines exponenciales de orden 2

2

S-Pulso construido sobre Prosos

) paraL=1.0
1 T ! T =

sp({lciL)

e/l

Se obtiene un S-Pulso de aspecto parecido a los construidos sobre B-splines polinémicos,
alcanzando un maximo rdpido y al decreciendo después, con una caida rapida al final.

5 Identificacion de blancos en presencia de ruido

5.1 Simulacion del ruido

El ruido es una perturbacion 6(t) de cardcter aleatorio que se superpone a la sefial del
hilo. La simulacién del ruido es equivalente a la generacién de un fondo de nimeros
aleatorios que se suma a la sefial pura ro(t). Los nimeros aleatorios serdn generados
siguiendo una distribucién normal centrada en 0:

1 2

e 202

o(t) =

oV2m

La varianza ¢? de esta distribucién esta relacionada con el nivel de ruido. Para caracte-
rizar el nivel de ruido que afecta a la sefial del hilo se define la magnitud SNR (Signal to
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Noise Ratio) [5], que es el cociente entre la intensidad de la sefial libre de ruido, ro(t), y
la intensidad del ruido, expresado en decibelios:

JiJe rO(t)Zdt} — 101og,, { Joe Vo(t)zdt}

o (1)2dt o?Tc

Si SNR = 0, la intensidad del ruido iguala a la de la sefial pura. Para expresar la varianza
de la distribucién normal que han de seguir los datos de ruido:
Tc 2
.2 Jo S ro(t) dt | -o
e
Para generar el ruido se ha de partir de la distribucién normal centrada en 0 con varianza
0% = 1. Después se multiplican todos los datos de ruido por ¢ para obtener la distribu-
ci6én deseada. Se representan a continuacion las sefiales r(t) = ro(t) + (¢) del hilo para
6 = 60° y varios valores de SNR. En la pagina siguiente se muestran sus transformadas

de Fourier.

SNR (dB) = 10-log,,, {

Respuesta del hilo de L,=1.0 para 6=60° en funcion de SNR
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5.2 Probabilidad de acierto segtin el nivel de ruido

En esta ultima parte del trabajo se investiga qué tipo de S-Pulsos de los obtenidos hasta
ahora es el que proporciona mejores resultados cuando la discriminacién del blanco se
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Transformada de Fourier de r(t) para 8 = 802 en funcién de SNR

—5NR = 80dB ——S5NR =25dB
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T
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| F (DL ic)?
| F el i)

. . . .
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
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realiza en presencia de ruido. Se van a utilizar 4 sistemas de discriminacién, formado
cada uno por 3 S-Pulsos (uno para cada hilo). Los sistemas son:

1. Sistema 1, formado por los S-Pulsos continuos construidos sobre B-splines po-
linémicos de orden 3 que dejan sin extinguir la frecuencia natural ss5 de cada hilo.

2. Sistema 2, formado por los S-Pulsos truncados construidos sobre B-splines po-
linémicos de orden 3 que dejan sin extinguir la frecuencia natural s4 de cada hilo.

3. Sistema 3, formado por los S-Pulsos construidos sobre B-splines exponenciales de
orden 1, con ag = 0.30, que dejan sin extinguir la frecuencia natural s5 de cada hilo.

4. Sistema 4, formado por los S-Pulsos continuos construidos sobre B-splines expo-
nenciales de orden 2, con (19, 20) = (0.3,0.8) que dejan sin extinguir la frecuencia
natural s5 de cada hilo.

Se pretende evaluar cudl es la probabilidad de acierto para cada conjunto de S-Pulsos
en funcién del nivel de ruido, caracterizado por SNR. El estudio se realiza para distin-
tas orientaciones del hilo conductor. Se realizan 100 discriminaciones para cada par de
valores de 6 y SNR. En la siguiente tabla se muestra el nimero de aciertos a la hora de
discriminar el blanco conductor que ha generado la sefial que se convoluciona con los
3 S-Pulsos, es decir, el nimero de veces que la TF de la convolucién de la sefial con el
S-Pulso correspondiente al hilo de L, = 1.0 presenta el menor SDN.



35 6 CONCLUSIONES

0°—SNR(B) | 60 30 20 16 12 8 4
Sistema 1 100 98 9 3 0 0 0
Sistema 2 100 100 39 13 4 0 0
Sistema 3 100 100 95 8 41 5 O
Sistema 4 100 100 95 61 16 6 O

15° —SNR(dB) | 60 30 20 16 12 8 4
Sistema 1 100 100 95 69 45 12 8
Sistema 2 100 100 55 21 11 4 O
Sistema 3 100 100 100 100 100 79 56
Sistema 4 100 100 100 96 82 41 25

30°—SNR(dB) | 60 30 20 16 12 8 4
Sistema 1 100 100 84 57 33 16 3
Sistema 2 100 100 52 17 8 4 0
Sistema 3 100 100 100 100 100 91 58
Sistema 4 100 100 96 84 50 27 6

45° — SNR(dB) | 60 30 20 16 12 8 4
Sistema 1 23 5 0 0 0 0 0
Sistema 2 100 49 15 7 2 0 0
Sistema 3 100 99 89 61 30 18 6
Sistema 4 1000 77 52 28 12 5 0

60°—SNR(dB) | 60 30 20 16 12 8 4
Sistema 1 9% 63 4 23 19 6 6
Sistema 2 100 100 98 82 8 85 81
Sistema 3 100 100 100 100 100 97 93
Sistema 4 100 96 91 72 52 27 21

75° —SNR(dB) | 60 30 20 16 12 8 4
Sistema 1 38 18 19 17 7 16 15
Sistema 2 100 8 8 82 71 73 68
Sistema 3 95 95 90 88 81 73 73
Sistema 4 74 62 60 56 42 38 40

Este estudio es el objetivo fundamental de este Trabajo de Fin de Grado, y su andlisis se
realiza en la siguiente seccion.

6 Conclusiones

Se concluye a partir de los resultados anteriores que el sistema 3, formado por los S-
Pulsos construidos sobre B-splines exponenciales de orden 1, es el que asegura una
mayor probabilidad de acierto en la discriminacién del blanco, para todos los angu-
los estudiados. Este es, ademas, el sistema cuyo comportamiento es menos dependiente
del nivel de ruido.

Para angulos 0 iguales o inferiores a 45°, el segundo sistema que mejores resultados
ofrece es el 4, formado por los S-Pulsos continuos construidos sobre p-splines expo-
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nenciales de orden 2. Este sistema, sin embargo, no ofrece buenos resultados a dngulos
grandes, de 60° o mayores. En estos casos, el segundo mejor sistema es el 2, formado por
los S-Pulsos truncados construidos sobre p-splines polinémicos de orden 3.

En cuanto a la comparacion entre el sistema 2 y el sistema 1, formado por los S-splines
continuos construidos sobre B-splines polinémicos de orden 3, se observa que el 1 fun-
ciona mejor con 6 entre 15° y 30°, mientras que el 2 lo hace con § = 0° y con 6 mayor
que 45°. Para 6 = 45° y 6 = 75° el sistema 1 ofrece resultados anormalmente malos.

Los valores de  que mas facilitan la discriminacién son 15°, 30° y 60°. A continua-
cién se incluyen tres graficas que permiten visualizar estas conclusiones.

Probabilidad de Acierto en la Discriminacién en funcion de SNR para cada sistema. 6 = 30°
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—Sistema 1| |
—Sistema 2
—Sistema 3| |
—Sistema 4

60 -

Prob. Acierto

30k st -

SNR (dB)
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Las conclusiones principales que se extraen de estos resultados pueden resumirse en:

1. Utilizar los B-splines exponenciales y optimizar el sistema de discriminacién de
forma que el DF sea lo maés alto posible ayuda a obtener probabilidades de acierto
mas altas al discriminar el blanco conductor en ambientes con alto nivel de ruido.
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Probabilidad de Acierto en la Discriminacion en funcion de © para cada sistema. SNR = 20 dB
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Esto se comprueba claramente al analizar los resultados obtenidos para el sistema
3, y, en menor medida, al analizar los resultados obtenidos para el sistema 4.

2. Ademads, estos dos sistemas construidos sobre B-splines exponenciales presentan
un comportamiento mds estable frente a variaciones de 6. Esto se aprecia en la
ultima gréfica. Esta propiedad es especialmente importante, ya que la principal
ventaja de los esquemas de discriminacién basados en frecuencias naturales es la
independencia tedrica con respecto al d&ngulo de orientacién del blanco.

3. El hecho de trabajar con B-splines de tipo continuo permite introducir los B-splines
exponenciales de orden 2 con un tiempo de calculo razonable. Esto se ha visto al
inicio de la seccién 4.3.

Una observacién adicional es que en la mayoria de los casos, cuando el nivel de ruido
es suficientemente alto, las probabilidades de identificar al hilo que emite la sefial como
el hilo de L, = 0.9,1.0 0 1.1 no son iguales a 1/3, sino que tienden a otros valores. Por
ejemplo, la probabilidad de identificar el blanco emisor de la sefial como el de L, = 1.0
tiende en muchos casos a 0 cuando el nivel de ruido aumenta, como se aprecia en la
tabla. Entonces, se concluye que en ambientes muy ruidosos el sistema podré identificar
el blanco generador de la sefial siempre como el mismo blanco, con una probabilidad
muy alta, aunque esta identificacion es errénea.

Otra observacion adicional es que los resultados dependen de la resolucién temporal
At con la que se trabaja numéricamente a la hora de generar las sefiales y los S-Pulsos.
En este trabajo, At = 0.001L/c. Se ha comprobado que trabajar con otros valores de At
puede variar ligeramente los resultados obtenidos. Esto es un efecto de discretizacion.
El método expuesto se ha desarrollado para sefiales y S-Pulsos definidos en un dominio
temporal continuo, mientras que para realizar los célculos es necesario discretizar dicho
dominio temporal.
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