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Resumen

El fenémeno de dispersion o scattering electromagnético se produce cuando una
onda de luz interacciona con la materia, los 4tomos o moléculas que los componen
absorben la energia y a continuacién lo remite en diferentes direcciones con una in-
tensidad diferente.

El objetivo aqui es estudiar desde el punto de vista electromagnético las carac-
teristicas y propiedades de dicho fenémeno, es por ello, por lo que comenzaremos
repasando las bases del electromagnetismo, es decir las ecuaciones de Maxwell, el
teorema de Poynting, las ondas planas, las ondas esféricas etc .

Una vez introducidas las bases tedricas veremos como se puede describir el campo
dispersado mediante, algunas herramientas matematicas como son, el operador de
Green, el operador transicién diadica ,a continuacién se estudiara las caracteristicas
de un campo dispersado, en régimen de campo lejano y finalizaremos con el método
de la matriz-T y la teoria de Lorenz-Mie, que se trata de una particularizacién de
la matriz T, aunque esta tltima parte, debido a que se trata de una teorfa un tanto
extensa realizaremos simplemente una breve descripcién de sus ideas principales.

Abstract

The phenomenon of electromagnetic scattering it’s produce when a wave of light
interact with the matter, the atoms that compose it absorb energy, and then send it in
different direccions with different intensity.

Our goal here is to study from the electromagnetic point of view, the characteristic and
property of this phenomenon, that is why, we begin by reviewing the bases of the
electromagnetism i.e. the Maxwell equations, the Poynting theorem, the plane wave, the
spherical wave etc.

Once the theorical bases have been introduced, we’ll see how we can describe the
scattered field by some mathematical tool such as, the Green operator , the dyadic
transition operator then we will see the characteristic of a scattered far field zone and
we’ll finish by studying the T-matriz methop and the Lorenzt-Mie’s theory although,
this is a particulation of the T-matriz methop. This last part we will only make a
description of its main ideas.



1 Introduccion

Nota:

Como consecuencia de la actual pandemia, se han tenido que cambiar la parte préctica
del proyecto, es decir, se han eliminado las secciones de los resultados y la metodologia,
y se ha sustituido por un trabajo integramente tedrico , sin obtener resultados experimen-
tales, ni realizar simulaciones. Debido a esto, el proyecto se ha basado principalmente,
en la descripcién de la teoria electromagnética de fendmeno de scattering, por medios
bibliogréficos [1, 2] y en menor medida de articulos cientificos [3, 6, 4, 5] . Todas las afir-
maciones y justificaciones tedricas en el trabajo se han ido tomando tnicamente de [1, 2]

El scattering electromagnético por particulas o grupo de particulas es un fenémeno que
parece estar presente en amplias ramas de la ciencia y la ingenieria . La luz que atraviesa
la atmdsfera terrestre, es dispersado por las moléculas y particulas suspendidas en el aire
formando el cielo azul que observamos, o en las nubles blancas que observamos o en
diversos fenémenos 6pticos como los arcoiris, auroras etc. También podemos inducir el
proceso en un laboratorio para estudiar las propiedades de la particulas, midiendo el
campo dispersado, aunque para ello es necesario conocer el fendmeno y poder predecir
como va ser el objeto en funcién del campo dispersado obtenido.

Hay una gran variedad de pardmetros que intervienen en el proceso tales como, el
tamario, la forma, el indice de refraccién, la morfologia o geometria de la particula como
se observa en la siguiente imagen :

Figura 1: Ejemplos de particulas pequefias. Tomado de [1]

Este hecho puede complicar la obtencién de un modelo cuantitativo, la tarea por lo
general es compleja incluso para particulas aisladas como se observa en la imagen 1.1 (a)
. La dificultad serd un tanto mayor, ya si queremos modelar el proceso a través de un



grupos de particulas escasamente distribuidas (particulas en la imagen 1.1b y 1.1C) sin
embargo, el problema de mayor complejidad serd modelar el campo dispersado a partir
de medios densos como en se ve en la figura 1.1d.

El principal objetivo de este trabajo es presentar coherentemente la teoria del fendmeno
de scattering electromagnético, por particulas individuales o por un grupo de particulas,
dentro del marco de las ecuaciones de Maxwell, que se asume como un axioma.

Por lo general, a lo largo del trabajo se asume las siguientes hip6tesis para facilitar los
célculos o simplemente por conveniencia, a menos que se especifique lo contrario :

1. Se considera siempre que los procesos de dispersiéon son producidos por un conjun-
to finito de particulas con una distribucién espacial dada. Sin necesidad de conside-
rar la estructura atémica de las particulas dispersoras.

2. El medio serd homogéneo, isétropo, no absorbente y lineal.

3. Los procesos de dispersion seran siempre eldsticos, de tal forma que se excluye los
procesos Opticos no lineales, los procesos inelasticos tales como la dispersién de
Raman o Brillouin. También se excluye los procesos de emision de fotones debido a
las transiciones electrénicas (radiacién del cuerpo negro).

4. Para tiempos mucho mayores que el periodo de una onda Ty = 2%, la depen-
dencia temporal de las ondas electromagnéticas serdn armonicas y representadas
por la notacién compleja, es decir t >> To—E(r,t) = exp(—iwt)E(r); H(r,t) =
exp(—iwt)H(r). Las amplitudes E(7) y H(7) pueden fluctuar alrededor de sus va-
lores medios, pero su variacién sera mucho menor que debido al factor exp(—iwt),

ademads corresponderdn a una radiaciéon perfectamente monocromatica.

5. La morfologia, posicién, orientacién de las particulas dispersoras, si varian, lo haran
con un intervalo temporal T, mucho mayor que Tj. Consideraremos pues periodos
de tiempos largos en comparacién con Ty, pero pequefios comparados con Ty, de
esta forma el objeto serd compacto.

Con las supuestos realizados anteriormente podemos expresar el efecto de scattering en
términos de E(7) y H(7) (independientes del tiempo) de la siguiente forma :

= En ausencia de un objeto dispersor

V x E(7) = iwuoH(7) (1.1)

V x H(7) = —iwe E(7) (1.2)
reR3

= Si se pone un objeto dispersor las expresiones son similares solo que ahora conside-
ramos el volumen interior de la particula de scattering :

Valido para el interior de la particula es decir, r € Vi

V x E(F) = iwpoH(7) (1.3)



V x H(F) = —iwes(r,w)H(7) (1.4)

Viélido para el exterior de la particula es decir, r € V,y

V x E(F) = iwpuoH(7) (1.5)

V x H(7) = —iwe  H(7) (1.6)

con Vit U Vg = R3

Si se considera E1(7) y Hy(7) la solucion para el caso sin scattering y E»(7) , Ha(7) para
el caso con scattering. Se puede describir E»(7) ,Ha(7) en funcién de los campos incidentes,
sin scattering alguno de la siguiente forma E»(7) = E1(7) + E3(7) (igualmente para H) en
este caso E3(7) se suele llamar “campo de scattering” y se suele representar como Esgqt (7)
y el campo incidente como E;,,.(7). Tenemos pues que :

E(?) = E2(r) = Einc(ﬂ + Escatif (7) (1.7)
H(?) = HZ (7) = Hinc (7) + HscaH (7) (1.8)

En la siguiente imagen se puede observar los diferentes tipos de campos que intervie-
nen:

(@) (b)

Figura 2: El caso a) corresponde a E;;,.(7), b) a E(F) = E»(7) y c) a Escart (7). Tomado de [1]

De esta forma se define el campo de scattering como la diferencia entre el campo con
el objeto dispersor menos el campo incidente.



2 Fundamentos tedricos

2.1 Las ecuaciones macroscépicas de Maxwell.

Como consideramos las leyes basicas del electromagnetismo como un axioma, que des-
criben el comportamiento de la distribucién espacial y temporal de los campos y su inter-
accion con la materia.

En unidades del sistema internacional estas ecuaciones se describen como:

V-D =p(7t) (2.1)
- oB
V xE = —>7 (2.2)
V-B=0 (2.3)
V x H=](7t)+ aalt) (2.4)

Donde E ,B corresponde a los campos eléctricos e inducciéon magnética respectivamen-
te, D, Hy ] corresponde al desplazamiento eléctrico, al campo magnético y a la densidad
de corriente respectivamente. D y H se definen como sigue:

D(7,t) = eoE(7,t) + P(7,t) (2.5)
He, o = 20D _w, 2.6)
Ho

Donde P(7,t) y M(7, t) hacen referencia al vector polarizacién magnética y magnetiza-
cién respectivamente que representan la media del momento dipolar eléctrico y magnéti-
co.

De las ecuaciones 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4 podemos deducir la ecuacién de continuidad to-
mando derivando con respecto al tiempo, la ecuacién 9 y tomando divergencia en la

. o < > < 9
ecuacién 12. Tenemos pues V- (V x H) = V- (J(r,t) + ) = V- {(r, )+ =0(a
divergencia de cualquier campo puramente rotacional es nulo )— V - J(7,t) = —3—’2.

Las ecuaciones anteriores no determinan univocamente el campo electromagnético,

por ello se suele introducir las siguientes relaciones constitutivas:

P(r,t) = eoX(r)E(7,t) (2.7)
B(r,t) = u(r)H(7,t) (2.8)

J(r,t) = o(r)E(7, ) (2.9

Consideraremos en general medios lineal e is6tropos de tal forma que y,0,€ sean es-
calares e independientes del campo aplicado. De tal forma que la permitividad eléctrica
y magnética se pueden expresar en funcién de la susceptibilidad eléctrica x, y magnética
Xm €COMO :

€ =¢€o(1+ xe) = €€y (2.10)

p=po(1+ Xm) = Hopr (2.11)



Donde €,y y,son las permisividades relativas eléctricas y magnéticas. Nos queda, pues

una relacién lineal entre D, B y E, H de la siguiente forma :
(2.12)

D = eoe,E(7,t) = €E(7,t)
(2.13)

B = uop,H(7,t) = uH(7,t)

2.2 Condiciones de contorno
Las ecuaciones de Maxwell, anteriores son validas para aquellos medios cuyos pardme-
tros constitutivos y, o, € varian de forma continua. No es asi, si tenemos por ejemplo, una
superficie que separa dos medios distintos. En tal caso puede existir discontinuidades en

el campo electromagnético. Podemos deducir las ecuaciones de discontinuidad de un me-
dio a otro, a través de las ecuaciones de Maxwell, sin embargo aqui lo tomaremos como

un axioma.
Consideramos dos medios distintos separados por una superficie como se observa en

la siguiente imagen :

Figura 3: Una interfase S, que separa dos medios diferentes con diferentes relaciones cons-

titutivas .Tomado de [1]

Donde 11, corresponde al vector unitario normal a la superficie S. Tenemos las siguien-

tes condiciones de contorno
(Ez — El) -1=0 (2.14)

(Dy — Dy) -7t = ps (2.15)

(2.16)

l X (Ez — El) =0
A x (Hy—Hy) =Js (2.17)
La primera condicién se nos indica que la componente normal del campo de induccién
magnética es continua al pasar de una superficie a otra. La segunda condicién nos indi-

ca que la componente del vector desplazamiento eléctrico es discontinua , si hay cargas
eléctricas en la superficie de separacion . Las siguientes condiciones implican lo mismo



salvo que ahora consideramos la componente tangencial de E y H (se tiene un producto
vectorial). Los campos eléctricos son continuos y el campo magnético H es discontinuo,
salvo que no haya corrientes superficiales.

2.3 Soluciones de las ecuaciones de Maxwell en medios homogéneos

Veremos a continuacién, dos tipos de soluciones fundamentales de las ecuaciones de Max-
well, la primera de ella, la onda plana, cuya solucién temporal se basa en un haz paralelo
plano perfectamente monocromaético (una sola frecuencia ) . La segunda de ellas, la onda
esférica que se trata de una solucién asintética cuya solucién de la parte temporal es una
esfera.

2.3.1 Onda plana arménica

Vienen expresadas por las siguientes ecuaciones :
2.18

E(7,t) = Egexp(i(k? — wt)) (2.18)

H(7,t) = Hoexp(i(kF — wt)) (2.19)

Donde Ey , Hy y k son constantes complejas y definen la amplitud eléctrica y magnética
y el nimero de onda. El vector de onda se suele expresar como k = k, + ik; si lo introdu-
cimos en la expresién anterior obtenemos que

E(7,t) = Epexp(—ki7)exp(i(k, 7 — wt)) (2.20)

H(7,t) = Hoexp(—ki7)exp(i(k, 7 — wt)) (2.21)

Luego podemos observar que si k tiene una componente imaginaria la amplitud de
la onda decae exponencialmente, en este caso el medio es absorbente. Un plano normal
a un vector verifica que, por tanto los puntos con la misma amplitud y fase son planos
normales a k; y a k, respectivamente y por otro lado si k;||k, entonces ambos planos son
coincidentes, en ese caso se denomina onda homogénea y en caso contrario onda inho-
mogenea. Podemos determinar la velocidad de fase con v = \7%\’ que

La intensidad de la onda que se determina con el valor medio del vector Poynting,
como I(r) = [S(r,t)| = |ARe(E x H*)|, se obtiene que

I = Ipexp(—an -7)

« es el coeficiente de absorcién del medio y se obtiene como & = 4)%, donde n, es el
indice de refracciéon del medio y Ages la longitud de onda en el vacio.



Plane surface normal to K:
n'K=r-K=rK

ey

. Plane surface normal to a real vector K.

Figura 4: Superficie plana de fase constante, el vector kes normal a la superficie. Tomado
de [2]

2.3.2 Onda esférica armodnica

La solucién es similar a la anterior y sus caracteristicas son equivalentes solo que en este
caso tenemos una superficie esférica como fase constante. Las ecuaciones que describen
los campos son las siguientes

E(rt) = 1(:'” exp(i(kF — wt)) (2.22)
H(7t) = Hl(j'ﬂexp(i(l_cf — wt)) (2.23)

Surface of constant phase
and constant amplitude

Figura 5: Superficie esférica de fase constante. Tomada de [2]

2.4 El teorema de Poynting

Este teorema nos indica el balance energético en un volumen cerrado, para deducirlo
calcularemos las energias asociadas a los campos magnéticos y eléctricos en un volumen,
y aplicaremos la conservacion de la energia, junto con algunas propiedades de los campos.



Considerando que el campo magnético no ejerce trabajo sobre las cargas , ya que por
la ley de Lorentz, la trayectoria dl,, y la fuerza dfmug son ortogonales:

Por lo que dWr = dW,j, + dWyag = dW,j.. Determinamos pues, tinicamente la energia
del campo eléctrico, Wy, = [ Fe - dl = [ qE - dl. Podemos obtener la tasa energética por
unidad de tiempo y volumen derivando primero respecto a V , y a continuacién respecto
atconlo que

d dWeee  d - = dl . -
F TRV _dt/pE dl = pE T, oE .

&

Il

wpl
—

(2.25)

Aplicando ahora las ecuaciones de Maxwell 2.2 y 2.4 considerando ademas la propiedad
vectorial V- (@ x b) =b- (V x d) —a-V x b.Obtenemos el llamado teorema de Poynting

'(E><B)+—(—+;) (2.26)

Ahora bien definiendo el vector poynting como S(r,t) = E x ’% = E x H y la densidad

de energia electromagnética como U = 5—; + eOTEZ nos queda :
= = 1T
—E-]:V-S%—g (2.27)

Si integramos sobre un volumen arbitrario cerrado V y aplicamos el teorema de Gauss
llegamos a que :

S = . au
J](r,t) E(r,t)dV = — §’§5 ds — | Spdv (2.28)

Como J(r,t) - E(r, t) tiene unidades de potencia energética se puede concluir, que el vector
Poynting integrado a lo largo de una superficie S nos indica la energia pérdida o ganada
por unidad de tiempo, es decir nos indica el flujo energético a lo largo de la superficie.
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Figura 6: Una onda plana incidente sobre un volumen AV'. Las flechas indican la direccién
del vector < S(7,t) > .Tomada de [1]

S medimos con un aparato el flujo energético, obtenemos un promedio temporal del
vector Poynting, ya que el periodo de la onda, es por lo general muy pequefia en com-
paracion con el tiempo de medida del instrumento. Se puede obtener este promedio co-
mo < S(r,t) >= + fOT S(r,t)dt. No obstante, obtendremos este mismo valor calculado
el vector de Poynting complejo definido como S(r) = 1(E(r) x H*(r)) , el valor medio

vendra dado por la parte real del vector de Poynting complejo como :
< S(7,t) >= ReS(7) (2.29)

Una vez calculado el valor medio del vector, podemos determinar la potencia de
energia neta W que atraviesa una superficie cerrada S, por ello basta con aplicar la ex-
presion :

W :/S < S(7,t) > dS :/S < S(7,t) > -A(7)dS (2.30)

Donde 71(7) es el versor ortogonal a la superficie que apunta hacia fuera. Este valor
es positivo si hay una potencia de energia neta entrante en el volumen encerrado por Sy
negativo en caso contrario.

2.5 Los parametros de Stokes en una onda plana

Hemos visto anteriormente que una importante caracteristica vectorial de las ondas elec-
tromagnéticas es el vector de Poynting, que mide el flujo de energia a través de una su-
perficie. Sin embargo el vector de Poynting no es el tinico parametro vectorial que tiene
las unidades de flujo energético, lo que nos indica que no nos proporciona toda la infor-
macién posible, a través de un instrumento 6ptico. Por ejemplo, si tenemos dos ondas
electromagnéticas diferentes Ey E”* tal que |E’| =|E"" | entonces el vector de Poynting



es el mismo, no diferenciaremos entre ellas en la medida de la energia. Mientras que si
. . . L . Sy - =%
podemos diferenciar por ejemplo, en el término cuadratico E - E .

Por este motivo veremos a continuaciéon que podemos caracterizar por completo una
onda electromagnética transversal, a través de cuatros valores reales que tiene una di-
mension de flujo energético, denominados los pardmetros de Stokes. Estudiaremos dichos
valores para el caso de una onda plana o esférica.

Como bien sabemos en una onda plana o esférica la direccién de propagacion, las os-
cilaciones de campo eléctrico y magnético forman un triedro, es decir, son ortogonales
entre si. Empleando coordenadas esféricas y especificando la direccién de propagacién
con el versor . = 7, 0 por el par [0,¢] con 6 € [0,7] y ¢ € [0,27]. Los campos eléctri-
co y magnético se sittian en los planos formados por los versores 8y ¢ de tal forma, que
podemos descomponer el campo eléctrico como &€ = & + & (igualmente con el campo
magnético) donde los subindices reflejan la componente del campo en 0 y ¢ respectiva-
mente. Ya hemos visto anteriormente la expresién para una onda plana 2.18 considerando
k = |k|k = |k|. Tenemos pues que &(r,t) = Egexp(ikit - 7 — iwt) y descomponiendo en
la direccién @ y ¢ nos queda que &(r,t) = €p(r,t) + €5(r,t). Podemos construir a partir
de los términos anteriores un conjunto linealmente independiente combinando términos
cuadréticos obteniendo asi los cuatros términos que siguen:

Egr, O[Eg(r, D] = EapFgy Eolr,)[Eor, 1) = EooEfy 31
Eo(r, DEp(r,1))* = EooEjy  Eyp(r,1)[Eolr, )] = EgEy -
El vector de Stokes se define como :
1
Q
I=
u
Vv
Ep(r,1)[Eglr, ] + Eolr, O [Eolr, D]
I= 1 E 59(7’/ t)[EQ(rr t)]* - Eqb(f’,t)[g(p(i’, t)]*
2\ 5| Ealr O[Ea(r, )" — Eg(r,D[Eo(r, D]
i(Eg(r, t)[Eg(r,t)]" — Eg(r,t)[Eg(r,1)]")
E0¢E§¢ + EopEgy
I 1\/? EoeEjg — EopEgy
2 }1 _E09E8¢ — EO(PEE;G
i(E0¢E39 - E09E5‘¢)
EogEqp + EooEgg
1 € E09E86 — EOQESG
I=5,/- . 2.32
2\ | —2Re(EwE;,) (2.32)
2[m(E09E6‘¢)

Podemos observar que tienen dimensiones de flujo energético. Ademds dado que
zz* = |z|? tenemos que I > 0. Los pardmetros de Stokes forman un conjunto de valo-
res que nos permiten caracterizar por completo a la onda electromagnética en la medida



en que este sujeto a andlisis 6ptico. De aqui deducimos por un lado que, es imposible dis-
tinguir dos ondas con los mismos pardmetros de Stokes y por otro lado que cualquier otra
cantidad observable es una combinacién lineal de los anteriores pardmetros de Stokes.

Efectivamente si tenemos el campo descompuesto en las direcciones 8 y ¢, podemos
caracterizarlo por dos niimeros complejos Eqg = agexp(iAg) y Eop = agexp(iAy) 0 equiva-
lentemente por 4 ntimeros reales, las amplitudes agy a4y las fases Agy Ay. Los pardmetros
de Stokes nos traen informacién acerca de las amplitudes ag, a4 y las diferencias de fase en
las direcciones 6 y ¢ definido como A = Ay — Ay. Aunque no nos traen informacién acerca
de la fases Ag 0 Aytinicamente sobre su diferencia ya que se anulan cuando realizamos el
producto por el complejo conjugado.

Teniendo en cuenta lo anterior podemos seguir operando sobre el vector de Poynting
obteniendo:
I (a§ +a3)
Q| _1 [e] (gf—ap)
u

2 ﬁ —2agapcos
|4 2agapseniA

Obtendremos los campos eléctricos verdaderos tomando la parte real, tenemos pues €y (7, t) =
ReEyy = Reagexp(iAg) = agcos(ki-7 — wt) = agcos(dy — wt) donde dy = Ag + kii-7 equiva-
lentemente para la componente €4(r, t). Los parametros de Stokes escritos asi, nos propor-
cionan informacién acerca del estado de polarizacién de la onda, segtin los valores de Q,
Uy V podremos obtener un estado polarizado lineal , eliptica , natural o circular. Aunque

no discutiremos los diferentes casos, pues no entran en el objetivo del trabajo.

2,51 La matriz coherencia en una onda plana

La matriz o vector coherencia se define como una alternativa a los pardmetros de Stokes,
pues este no es la tinica combinacién de cuatro pardmetros nos proporcionan informacién
acerca del flujo, intensidad, estado de polarizacién, etc . Partiendo de la expresién anterior
2.31 . Basta con realizar el producto por %\/% de la anterior matriz para obtener la matriz

P11 P11 }

021 P22
1 EosE:. EgE?
= \f ( g 00 e ) (2.33)
H 00=0p =09 L0p

Se suele introducir los anteriores términos en un vector denominado vector coherencia

coherencia p = [

- .
Z\/%E0¢E0¢
Ful 1\/?E Ex
34/ 3 E00Lp
j=| P2 = IVETT (2.34)
021 E\/EEOQE(M)
022 1 *
i E\/%EOdJEoe l

El vector coherencia se relaciona con los pardmetros de Stokes a través de la matriz D,



por medio de la relaciéon I = DJ. Donde

1 0 0 1
1 0 0 -1
D= 0 -1 -1 0 (2.35)
0 —i 1 0
La relacién inversa es ] = D~ 'I. La matriz inversa queda
11 0 0
110 0 -1 i
-1 _ *
b= 210 0 -1 —i (2.36)
1 -1 0 O

Hay sin embargo otras dos representaciones que también se suelen usar aparte del
vector coherencia y los pardmetros de Stokes. Estas son los pardmetros de Stokes modifi-
cados y el vector complejo circular- polarizacién.:

(2.38)

2.6 El tensor de Poynting-Stokes

Los parametros de Stokes, pese a que describe muy bien el estado de polarizacién de una
onda, tiene algunas limitaciones. No contiene informacién alguna sobre la direccién del
vector Poynting, y solo es vélido para las ondas transversales, como las ondas esféricas
(descritas en el apartado anterior) o planas. Sin embargo las ondas electromagnéticas en
las cercanias cualquier objeto no son transversales, por lo que no podriamos describir
por ejemplo el efecto de scattering en el entorno del objeto dispersor. Por este motivo
se introduce el tensor de Poynting-Stokes, ya que puede ser empleado para cualquier
campo electromagnético, posee al igual que los parametros de Stokes las dimensiones de
flujo energético, y permite describir mejor los efectos de dispersién como veremos maés
adelante. Dicho valor se define como

P(7,t) = E,(7,t) @ H, (7, t) (2.39)

Aqui el stmbolo ® denota el producto diddico o tensorial que se ha detallado en el
apéndice 4.1. Podemos, por analogia al vector de Poynting definir, un tensor de Poynting
complejo que verifique

< P(7,t) >= Re[P(7)]"



Donde el simbolo T indica la transposicién de la matriz/operador . Para el caso de una
onda monocromatica el tensor es

~ 1— _—
P(7) = EH(f) ® E (7) (2.40)
Usaremos maés adelante estas relaciones y veremos como afecta el efecto de scattering

sobre el tensor de Poynting.

2.7 Campos electromagnéticos policromaticos

Habiamos definido previamente, una onda puramente monocromética como aquella cu-
ya dependencia temporal E(7, t) venia descrito por el término exp(—iwt), es decir descrito
por una dnica frecuencia. Este modelo puede modelar muy bien, por ejemplo los rayos
laseres, sin embargo no es un buen modelo para la inmensa mayoria de la luz natural o
artificial, que suelen emitir en diferentes rangos de frecuencias o espectros . Por lo gene-
ral, los campos electromagnéticos suelen ser policrométicos con un espectro comprendido
desde un rango [Wyin, Wmax]. Estos se pueden representar aplicando el principio de super-
posicién, es decir una onda policromdtica no es mas que la suma de un conjunto N de
ondas monocromaticas.

E(7,t) = Re i E,(7)exp(—iwyt) (2.41)
n=1
N

H(7,t) = Re ) _ Hy(F)exp(—iwnt) (2.42)
n=1

Aqui, cada par [E, (), H,(7)] representa una onda monocromatica con wy, € [Wyin, Wiix)-

Aplicando la definicién del tensor de Poynting-Stokes tenemos que :

P(7,t) = E(7,t) @ H(7, t) =

1 N N . ’ o '
=1 L 1 [Eu(exp(—icont) + Ey(Pexplicont)]
n=1n=
[Hn’(f)exp(—iwnt) +H:/(7)exp(iwnt)}
1 N N _ .
= 5Re Yo ) [En(f) ® H,(7)exp(—it(w, + wn,))] +
n=1n"=1
1 N N . L '
ERe Z 2 |:En(77) ® Hy (F)exp(it(wy — wnf))}
n=1n"=1
Si promediamos sobre periodos de tiempos mas muchos més largos que T >> \wnzfinwﬂ’

podremos observar que, el primer término de la ecuacién anterior se hace nulo, el segun-
do término también se anula para aquellos en los que el sumando verifique que n # n”.
Con lo que el tensor de Poynting se queda como < P(7,t) >= 1y | E, (7) ® H,(7), rees-
cribiendo la ecuacion anterior en términos del tensor de Poynting complejo de cada onda
monocromadtica obtenemos que:

< P(7,t) >= Re[P(7)]T (2.43)



N
P(r) = Y Pu(7) (2.44)

By (F) = %ﬁn(?) S E(F) (2.45)

Como consecuencia de las ecuaciones anteriores el vector de Poynting de la onda po-
licromaética se consigue de la misma forma, sumando cada onda monocromatica compo-
G(7\ — vN & (5 T _ 17/ Tk (3
nente o sea S(7) = ), Su(7) con S, = 5 E(F) x H*(7).

2.8 Estudio del efecto de Scattering por objetos finitos compactos

Consideremos un objeto dispersor en sumergido en un medio infinitamente homogéneo,
isétropo, lineal y no absorbente. El objeto dispersor puede ser una tinica particula o un
conjunto N que pueden estar separados, de tal forma que el volumen que ocupa es

Vint = UM,V (2.46)

Donde el subindice i indica el volumen que ocupa la particula i-enesima . Podemos
dividir el espacio total R3de tal forma Vj,;; U Vy = R3. La region interna puede estar
compuesto de un material , inhomoégeneo, no-magnético isétropo y lineal. Como tenemos
una dependencia arménica temporal: E(r, t) = exp(—iwt)E(r), H(r,t) = exp(—iwt)H(r),
las ecuaciones de Maxwell 2.1 y 2.3, ya no son independientes sino que se pueden obtener
de las otras dos restantes 2.4 y 2.2. De forma que podemos reescribir las ecuaciones como

V x E(7) = iwngH(7) o
{ V x H(F) = —iweextE(F) }r € Vint (2.47)
V x E(7) = iwpoH(F) .
{ V x H(F) = —iwein (7, w)E(F) }r € Vext (2.48)

Las condiciones de contorno 2.16 y 2.17 se leen para este caso como

x [Ef?xt(’_’) - Eint(?” =0 B
{ 7 % [Hoxt(F) — Hit(7)] = 0 }V € Sin (2.49)

Aqui S es la superficie de separacion entreVj,;y V.y;donde el subindice int indica la
cara interna de la superficie, 71 un versor ortogonal a la superficie S que apunta hacia
fuera de ella.

Podemos suponer que el campo total puede expresarse como E(7) = Escatt + Einc, €8
decir suponemos cierto las ecuaciones 1.7 y 1.8. Ademas como tenemos una onda plana :

E(7) = Escatt + Eoexp(i(kF — wt)) (2.50)
H(7) = Hscart + Hoexp(i(k¥ — wt)) (2.51)

En la teoria de scattering se suele postular ademas el siguiente limite /in, 0 (\/Ho? X
Hscatt (F) + 7+/€extEscart (F)=0 denominado condicién de radiacion de Silver- Mueller en el
infinito. El conjunto de ecuaciones 2.4, 2.2 junto con las condiciones de contorno 2.16 y
2.17 y la condicién de Silver-Mueller, constituyen el problema estdndar de scattering para
una onda plana. Asumiremos que dicho problema tiene una solucién, siendo estd tinica .



2.8.1 Calculando el término de scattering

De las ecuaciones 2.47 y 2.48 se concluye que basta con saber el campo E para determinar
el campo H o al revés, saber H para determinar E. Sustituyendo H y considerando una
dependencia armoénica obtenemos que :

VXV XE(F)—KEF) =07€ Vou (2.52)
V x V X E(F) —k5(F,w)E(F) =0 7 € Vip (2.53)

Aqui k1y k; se refieren al nimero de onda en el exterior y en el interior de la onda
respectivamente. Podemos reescribir las ecuaciones anteriores como una tinica ecuacién
diferencial inhomogénea :

V x V x E(F) — K3E(F) = J(7,t) (2.54)

Con
J(7,t) = K3 [m*(F,w) — 1]E(F) (2.55)

m(r = ;
o { m(r) = B = Jusir € Vi }

m representa el indice de refraccion

Como se trata de una ecuacién diferencial lineal inhomogénea, tiene como soluciéon
dos partes, por un lado la parte homogénea que se obtiene anulando el término indepen-
diente, es decir V x V x E(7) — k3E(F) = 0y por otro lado, la solucién particular que
se puede obtener imponiendo las condiciones de contorno, y la condicién de radiacién
de Silver-Mueller (vélido para campos lejanos) . Si observamos la solucién homogénea
anterior, podemos ver que se trata del campo en ausencia del objeto de dispersion, o sea
se trata del campo que habria si no hubiese scattering y cuya solucién es la onda plana.
Nos queda pues la a solucién particular , que es el campo de scattering Escai. Para deter-
minar este campo usamos el operador de Green diadica G, definido en el apéndice 4.6. El
resultado que se obtiene es el siguiente :

EscaH(T_’) = / G(T’/ 7_’,) ‘7(7_’,)dV’ (2.56)
Vint
Usaremos en general el superindice “ para referirnos a los voliimenes fuentes, que en
este caso se corresponde a la region interna V;,,;. Podemos sustituir el término, J(7,t) en la
ecuacion anterior y Egq1t(7) en la ecuacion 2.50 obteniendo el campo total :

E(T’) = Pscatt(f) + Einc = k% v é(;", 7_',) ' [m(’—,/)Z - 1]?(7’)61‘// + P1'nc (2-57)

La ecuacion anterior juega un papel esencial en la teoria del scattering electromagnéti-
co es por ello, por lo que discutiremos algunos de sus implicaciones conceptuales mas
importantes:

1. Podemos observar en primer lugar que, en ausencia de un objeto dispersor el cam-
po total es igual al campo incidente m(7°)? = 1. Por otro lado el campo incidente



no cambia en presencia del objeto dispersor, por lo que podemos concluir que las
causas del efecto de dispersién, no es el campo incidente sino la presencia de un
objeto con un indice de refraccién distinto al medio que le rodea.

2. La existencia de la solucién del problema estdndar de scattering para una onda pla-
na, nos indica que existe al menos una solucién para la ecuacién anterior , aun-
que no demostraremos que sea estd tinica se asumira que siempre la ecuacién 2.57
tendrd una solucién tnica.

3. Podemos ver por otro lado que las condiciones de contorno y las condicién de ra-
diacién estdn integradas en la ecuaciéon anterior. Es mds podemos observar que si
conocemos el campo total en la regién interna podemos obtener el campo total en
todo el espacio evaluando la integral en Vy,;.

2.8.2 El operador transicion diddica

Podemos reescribir la ecuacién 2.57 empleando la aproximacién de Rayleigh-Debye . Es-
ta se basa en aproximar el campo electromagnético total, en primera instancia , por el
campo incidente dentro del volumen de integracién, es decir E(7*) por E;,.(7), el campo
total obtenido E(7) se puede volver a introducir en la ecuacién 2.57. Iterando este proceso
podemos obtener el término de dispersion en funcién de la onda incidente :

Escart (F) / G(7 dV’/ T(7,7)-Einc(F)dV"” (2.58)
znt Vi

Donde Tes el operador transicion diadica que se puede obtener comparando la expre-
sién anterior con la ecuacién 2.57. El resultado es el siguiente:

T = K2[m(7)? — 1)6(7-7) +[m / G(7,7) - T(¥,7) (2.59)

mt

Una propiedad importante de Tes que es independiente del campo incidente y solo
depende de las propiedades del objeto de scattering, es decir de su indice de refraccién en
el interior del volumen de integracién.

2.8.3 Scattering monocromatico por objetos compactos

Podemos aplicar el resultado anterior para el caso de una onda incidente plana, calcu-
lando asimismo el tensor de Poynting resultante. Usaremos los resultados obtenidos para
determinar el efecto que produce en una onda policromatica.

Ya habiamos determinado en las ecuaciones 2.18, 2.19 la expresion de las ondas planas.
Sustituyendo estas en las ecuaciones anteriores :

Escatt (7) / G 7,7) / T(?’,T”’,w)exp(iklﬁinc -7) -Eo exp(-iwt)dV "
N’lf ‘/ﬂlt

De esta forma podemos expresar el campo total como

|

(7,t) = Te (7, 1, w) - Egexp(—iwt) (2.60)



Aqui T (7,7, w) es la transformacién diadica independiente Ey cuyo resultado es :

Te(7, 71, w) = exp(iky i - 7)T+/ G(7,7,k)dV” - / exp(ikyfiyne - 7 ) Te (7, 71, w0)dV ™
Vin Vin
t t (2.61)
Noétese que la dependencia con el momento angular viene implicito en el ntimero de
onda k.

Podemos hacer lo mismo para el campo magnético H, el resultado que se obtiene es
idéntico al campo eléctrico

H(7,t) = T(F, i, w) - Hyexp(—iwt)
Una vez determinado los campos totales E y H podemos obtener el tensor de Poyn-

ting complejo aplicando la definicién 2.40. Podemos reescribir el resultado en funcién del
tensor complejo incidente:

ﬁ(ﬂ = TH(T’/ ﬁ,a}) ' ﬁinc(T’) : [TE(T’/ ﬁ; w)]T* (262)
Pine(7) = %Ho ® Eq (2.63)

Es decir el efecto del scattering se traduce en el tensor de Poynting complejo en intro-
ducir las transformaciones Ty y [Tg]T*.

2.8.4 Scattering policromatico por objetos compactos

Consideraremos ahora el campo incidente, una onda policromdtica, dado que esta se pue-
de describir como una suma de ondas planas, podemos aplicar el principio de superposi-
cién aprovechando los célculos realizados en el subapartado anterior.

De las ecuaciones 2.41 y 2.42 donde ahora sustituimos los campos incidentes E,(7) ,
H,(7) por Te(F, i, wy) - Eo , Tu(F, i, wy) - Hotenemos pues, el siguiente resultado

N
E(7,t) = Re Y _ T (7, 7, wy) - Egexp(—iwyt) (2.64)
n=1
JR— N ~ —_
H(7,t) = Re Z Ty (7,1, wy) - Hoexp(—iwyt) (2.65)
n=1
21

Podemos de nuevo promediar sobre tiempos largos comparado con oY apli-
car la definiciéon del tensor de Poynting obtendremos los mismos resultados que en las
ecuaciones 2.43, 2.44 y 2.45 , solo que ahora el tensor de Poynting complejo de cada onda
monocromética componente, hay que afiadir las transformaciones Ty y [T¢]™*. Quedando
el resultado como

N
P(F) = Y Tu(7, i, wn) - PI(7) - [Te (7, i, wp)] ™™

Por lo que tenemos que el tensor total es

N . ~
< P(F,t) >=Re Y T} (F, 7, wn)- < PY(F) > [Te(F, t, wu)]* (2.66)

n=1



2.9 Scattering en la zona de campo lejano

El campo en las cercanias y en el interior del un objeto dispersor, muestra por lo general un
comportamiento complejo. Encontramos que, a medida que nos alejamos del objeto dis-
persor el campo de scattering , progresivamente se va transformando en una onda esférica
saliente, independientemente de la naturaleza del objeto. Este comportamiento universal
del campo de scattering en la llamada zona de campo juega un importante papel en el
teoria del scattering electromagnético, por lo que en esta seccién derivaremos las expresio-
nes que se corresponden al régimen en el campo lejano y discutiremos sus criterios y su
aplicabilidad.

Podemos denotar como p° = 7 — 7" donde 7~ es el vector que describe la posicién del
objeto y 7 un punto de observacién externo. Si asumimos lo siguiente

kip” >>1 (2.67)

Valido para cualquier 7 € Vj; y con p” = |p” |, es decir el médulo del vector. El
término de scattering de la ecuacion 2.57 se transforma en :

= k2 k1p” —
Ben(r) = 3= [ S0 2 - opEedy Qe

Donde prepresenta el vector unidad con direcciéon p” . En la siguiente imagen pode-
mos ver esquematizado algunos parametros:

Observation
point

Figura 7: Tomada de [1]

La ecuacién anterior nos indica dos consecuencias importantes , la primera de ellas
es que, desde cualquier punto de observacién externo al objeto el campo dispersado se
puede interpretar como una suma de pequefiisimas ondas que, son producidas por un
volumen infinitesimal que forman el interior del objeto. La segunda consecuencia es que
cada una de estas ondas son transversales esféricas como se puede observar en la siguien-
te imagen :



Oblservation
_._._._.\'\ paint
- el

Figura 8: Tomada de [1]

Dado que estamos usando la identidad I, que en coordenadas esféricas queda como
T=p@p +¢ @p +0 ®8,elfactor E- (I —p"® p’) asegura que cada onda sea trans-
versal , es decir, la direccién de propagacion g, y el vector campo eléctrico son ortogonales
en el punto de observacion :

0=p-(I-p @p)E(F) (2.69)

Si colocamos a continuacién el sistema de laboratorio O en un entorno cercano al cen-
tro geométrico del objeto dispersor , y considerando scattering en la zona de campo lejano,
es decir considerando que r >> r” para cualquier 7* € V},;; podemos entonces realizar la
siguiente aproximacion :

PR IR (2.70)
con lo que
A = 2 2.
Per o r r
=7 =1 -2—+ 5 rr—F-7+ — 2.71
= \/ r r? r @71)
Los dos tltimos términos se pueden eliminar en la aproximacién para el denominador
2.
en la ecuacion 2.68, es decir % = %, podemos suponer adicionalmente que klzrr << 1de

esta forma también podemos aproximar el término exponencial exp(ikip”) ~ exp(iki(r —
7-77)). Finalmente introduciendo las aproximaciones anteriores obtenemos :

- K~ exp(ikqr)

Eucan(7) = - (T— 7 o0 77) 22507 / exp(—iki? - #)[m(F)2 — E(F)dV’
Vint

La expresion anterior es el resultado principal de la aproximacién del campo lejano, y
demuestra que en distancias grandes desde el objeto, el campo de scattering se puede ver
como onda esférica centrada en el sistema de referencia O y propagandose en la direccién
7. Ademads de que el campo decae con inversa de la distancia, verifica que 7 - Eseutr = 0
(solo tiene componente 8y ¢) como habiamos mencionado previamente.



Podemos reescribir la ecuacion anterior como
exp(ikir)—

Escatt(T_’) - TEscatt(f') (2~72)

El término que corresponde a Egqqt(#) (no confundir con Egqa (7) més adelante) indica
como se distribuye angularmente el campo de scattering.

2.9.1 Criterios tedricos para el limite del campo lejano

Sillamamos a, al radio de la esfera de menor tamarfio circunscrito al objeto dispersor cen-
trado O. Entonces las aproximaciones realizadas anteriormente se puede resumir como:

ki(r—a) >>1 (2.73)
r>>a (2.74)

2
F>> lea (2.75)

Podemos interpretar los tres criterios anteriores para considerar el campo lejano. La
primera de ellas parece claro, nos indica que la distancia al punto de observacion tiene
que ser mucho mayor que la longitud de onda del medio externo, esto asegura que las
ondas dispersadas por cualquier elemento de volumen dentro del objeto progresa como
una onda esférica en el lejano punto de observacién.

La segunda de ellas, también es facil de interpretar, pues nos indica que la distancia ha
de ser mucho mayor que en comparacién con el tamafio del objeto. Esto nos asegura que
las ondas esféricas generadas por el elemento de volumen se propaguen esencialmente en
la misma direccién. En la siguiente imagen podemos observarlo:

Observation
paint

Figura 9: tomada de [1]



La dltima inecuacién es un poco més sutil, observemos la siguiente figura:

Observation

7

f Y
[ o))
\ ° a4

N

AN

Figura 10: Tomada de [1]

La diferencia de fase entre los puntos 0, origen de coordenadas el el punto situado en
la superficie de la esfera viene dada por

2

ki(p—a) = k;—i — akycos(

El primer término en el segundo miembro de esta ecuacion es dependiente de r, mien-
tras que el segundo término es completamente independiente de r. Por tanto de aqui po-
demos interpretar que % << rnos indica que, el punto de observacién esta tan lejos del
volumen fuente, que la diferencia de fase entre las dos trayectorias es independiente de
r para cualquier direccién. Como consecuencia tenemos que, en el punto de observacion,
las superficies de fase constante corresponde a una esfera centrada en el centro geométri-
co del objeto. Esto se debe a que las ondas generadas por cada elemento de volumen en

la fuente coincide localmente cuando se llega al punto de observacién que se ubica en el
campo lejano.

2.9.2 Operador scattering diddico y matriz amplitud de scattering

Considerando una onda electromagnética plana sin la dependencia temporal exp(—iwt) :

Einc(f’) = Eoexp(iklﬁ . 1_’) (2.76)

Y aplicando las ecuaciones 2.58 y 4.9 transformamos las ecuacién de la onda incidente
en el dispersado para el campo lejano.

— exp(ikir) ~, . . _
Escatt(f) = p(r,l)A(nscutt/ ninc) - Eg

Donde fiscart = 7'y A(fiscart, linc) €s el operador scattering diddico . Podemos ver que se
han aplicado implicitamente las condiciones de campo lejano al aplicar la ecuacién 4.9



A solo depende de la direcciéon del campo incidente y de scattering, es independiente
del valor Ey. Se sigue que como 7 - Eseart = 0 — fiscart + A(fscatt, Aiine) = 0 imponemos
ademas que A(7scatt, Aline) - fline = 0. Con esto el tensor A, se puede determinar como:

A(ﬁscatt/ ﬁinc) - E(I - ﬁscutt & 7,/\lscmf) : /V 3xp(ik1ﬁscat : 17’)dV’
int

X / T(7, 7" )exp(ikifine - ) (T — fine @ Ainc AV (2.77)
Vint

Este operador permite dar una descripciéon del comportamiento de una onda plana en
régimen de campo lejano, una vez que haya sido dispersado por un objeto. Puede ser de
gran utilidad siempre que la onda se pueda expandir como una suma de ondas planas
(ondas policrométicas).

Como el tensor A es ortogonal a fisca ¥ @ 7y , de las nueves componentes del ope-
rador A, solo 4 son independientes en las coordenadas esféricas. Como consecuencia , se
suele introducir el parametro S, denominado matriz de amplitud de scattering , este es
una matriz 2 x 2, que expresa las componentes ¢ y  de la onda electromagnética esférica
dispersada en funcién de la onda plana incidente:

Eaeart(7) = expil,k“)swéo (2.78)

= = E
Aqui los vectores E tienen solo dos componentes (¢ y ) E = [ E9 } . Los elementos
¢

de la matriz S tienen dimensiones de longitud y se obtienen en las coordenadas esféricas
como :

g ~ ~ _ Oscatt - A - Qinc Oscatt - A'(Pinc
(”scatt, ninc) = ~ ) ~ A“ N
*Yine ‘Pscutt : : CPinc

A 2.79
(Pscatt -A ( )

La matriz amplitud de scattering solo depende de la direcciéon del campo incidente y
dispersado, asi como el tamafio, forma , composicion, y orientaciéon del objeto dispersor.
Si se conoce, permite realizar una descripcién completa sobre el campo dispersado en
régimen de campo lejano.

Una propiedad fundamental del tensor scattering diddico es la reciprocidad, es decir

A(_ﬁincr _ﬁscatt) = [A(ﬁscatt/ ﬁz‘nc)]T (2-80)

Esta propiedad nos permite interpretar que si intercambiamos la direccién de inciden-
cia y la de scattering e invertimos ambas direcciones, entonces el resultado serd equivalen-
te a transponer el operador original.

Como consecuencia de estd propiedad podemos ver su efecto en la matriz amplitud
de scattering si aplicamos la reciprocidad en la ecuacién 2.79. obtendremos que :

& » R Su —Sxn

S(_ninw _nscutt) = |: (2.81)
=512 S»

Donde S;; hace referencia a los elementos de la matriz original. Otra consecuencia

interesante propiedad de la reciprocidad es que si hay retrodispersion, es decir si la di-

reccién de incidencia y la de dispersion son opuestas (7, = 7'y figear = —# ) entonces



Sp1(—1,71) = —S12(—1, 7). Esta propiedad es interesante desde el punto de vista compu-
tacional, pues nos permite determinar si la técnica de computacién o de medida ha sido
adecuada o no.

2.9.3 Vector Poynting del campo total en régimen de campo lejano

Aunque conociendo completamente la matriz amplitud de scattering proporciona una
descripciéon completa del proceso de scattering en campo lejano, no siempre se puede
obtener experimentalmente, ya que requeriria conocer algunos valores como la fase o la
amplitud del campo incidente y dispersado. Es por ello por lo que se prefiere caracterizar
los procesos de dispersion en funcién de pardmetros més accesibles experimentalmente.

Unos de estos valores corresponde al valor medio del vector Poynting, que en campo
lejano podemos descomponerlo como una suma de tres valores, el incidente, el disper-
sado, y el tercer término que viene asociado a la interaccién del campo dispersado y el
campo incidente.

< S(7,t) >=< Sipc(7,1) > + < Sseart (7, 1) > + < Sepu(F, 1) >

Aqui cada suma se obtiene tomando la parte real del vector de Poynting complejo
como ya habfamos mencionado anteriormente.

— 1 — —x
< Sine(F, 1) >= ERe(EinC( ) X Hipe (7))

=l

-5k

_ 1.
< Sscatt (T, 1) >= ERe(Esmtt(?) X Hpoy (7))

J— 1 — —_—% E—3 —=%
< Seru(F, ) >= ERe(Einc(’_’) X Hoap(F) + Escart (F) X Hyyo (7)) (2.82)

Considerando ademas una onda plana incidente cuyas ecuaciones son Eine(7,t) =
Eoexp(i(k¥ — wt)), Hine(7,t) = Hoexp(i(k¥ — wt)) y los términos de scattering en campo
lejanos ya estudiados, Escart(F) = “LUUNE o0y () y Hocan(F) = /< S 5 By (7)

r r
con lo podremos obtener el valor medio del vector Poynting. Si a continuacién observa-
mos la siguiente imagen:
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Figura 11: Tomada de [2]

Donde se ha considerado dos detectores, una en la direccién de la onda incidente
? = Ay y la otra en una direccién arbitraria tal que 7 # 7;,.. Los detectores que no
se coloquen en la direccién de la onda plana incidente no mediran el flujo de la onda
incidente, solo mediran el dispersado, es decir si ? # i, —< Sipc(7,t) >= 0. De esta

forma podemos medir aproximadamente, el flujo debido a cada campo.

Trataremos de calcular la potencia recibida W por cada detector en su superficie AS.
Por ello asumiremos que los detectores se encuentran en la zona de campo lejano, que sus
dimensiones son muchos mds grandes que la particula dispersora y la longitud de onda .

Con ello tenemos que cuando 7 # #;,,. la potencia registrada es :

W(F) = /AS < S(F,t) > #-dS
1 [e1 AS — .
~ E ;Z?‘Escatt(rﬂz

W(ﬁinc) = /AS < E(T_’/,t) > Aipe - das

Y para cuando 7 = 71 :

1 [e = & G 7
= \/TAS\E0| —|—/ (< Sscart (7, 1) > 4+ < Scru(F,t) >) - lincdS
2\ uo AS

1 €1 T |12 |Escutt (TA’) ’2 27 €1 — R
5 \/; S| 0‘ + 2 ] kl 1o m( Scutt(r) 0)

1 [e = 2t [e — N _
~ = 2AS|Eo)* — = | 2 Im(Eseart (P) - Ey) 4+ O(r2)
2\ no kq

(2.83)

(2.84)

(2.85)



El término correspondiente a 3, /$LAS|Ey|? es directamente proporcional a la super-
2 ]/LO

ficie del detector AS y es la que se obtendria en ausencia de una particula dispersora. El

L . 27T € = N =% ., . .
segundo término \/% Im(Escart (?) - Eg) corresponde a la atenuacion y es independiente

de la superficie del detector.

Concluyendo, si medimos en la direccién de la onda incidente mediremos la potencia
obtenida principalmente por la onda incidente atenuada por un factor. Mientras, que si
medimos en otra direccién obtendremos la potencia correspondiente al término de dis-
persion.

2.9.4 La matriz fase

Derivaremos a continuacion, la relacién entre los pardmetros de Stokes, el vector cohe-
rencia (estudiados ya anteriormente) de la onda incidente y la onda dispersada, por ello
mediremos con el detector en una direccion arbitraria diferente a la incidente, 7 # 7.
Observaremos que ambas se relacionan mediante una matriz denominada matriz fase o
matriz de Mueller.

Para el vector coherencia de la onda incidente al tratarse de una onda plana basta con
aplicar la expresion: E;,(7,t) = Egexp(i(k7 — wt)) y para la onda dispersada, al tratarse

exp(ikir) &

esta de una onda esférica descrita por las ecuaciones Egeqt () = - Egcart () con que

aplicando de nuevo la misma expresién obtenemos que :

-l .
i\/%E%ESzp

Iinc - N (286)
%\/% EooEgy

31/ REp(P)E4(7)
L\ /SE(ME;(7)
o | 2V 6 6
]scatt(r) % %EB (?) E(}k) (ﬂ (2-87)
3B (DE() |
Ey(?)Ej(?)
_ 1 [e1 | By(PE(7)
=35 | e (259
Ey(?)E4(7)

Podemos relacionar ambas expresiones como J . (7) = r%Z 7 (Mine, Miscatt) I ine- Donde la
matriz Zj(fliyc, Ascart), denominado matriz fase asociado al vector coherencia, se obtiene
realizando el producto diddico o tensorial de la matriz amplitud de scattering S ® S* de
tal forma que :

[Sul* SuShH SnSih [Swf
S1S1; S1Sy S125y S5y
525 52151, S»Sy SuSh
S21]* 52157, S2Si, [Sxnf?

Z; = (2.89)



Si realizamos el mismo procedimiento para los pardmetros de Stokes, obtenemos que
Toccat = rlzZ (Aine, Ascatt) Iine - Donde Z (e, Aiscart) describe la transformacion de los parame-
tros de Stokes de la onda incidente a la onda dispersada. Como la relacién entre Iy J viene
dada por la matriz D definido en 2.35, realizando un poco de algebra se puede llegar f4cil-
mente a que :

Z(ﬁinw ﬁscatt) = Dzl(ﬁinm ﬁscatt) D_l

De esta manera podemos expresar los valores de Z(fiscatt, flinc) que se trata de una
matriz de 4 X 4, en funcién de los elementos de la matriz amplitud de scattering . Se ha
tenido en cuenta que :

EgEjy + EoE;
1 €1 EQE; — EQE;

Iscatt = D]scat = 1= E % —EgE(}; . E¢E; (290)
i(E(pE;‘ — E()E:;)
y

E0¢(?)ES¢(?) + Eoo(7)Egg(7)

11 €1 Eog (?)Eée(f’) - EOG(?)ESB(TA’)
Tye=DJjpe=I1=>— ]~ 00/ A 2.91
inc Iznc 242 1o —EOO(”)E0¢(”) — qu;(i’) 00 (7’) ( )

i(Eog(?)Egg(?) — Eog(?)E6‘¢(?)

Con esto podemos determinar el estado de polarizacién de la onda dispersada a partir
de la matriz Z(f,, Aiscart), €5 decir conociendo sus elementos o conociendo S, se puede
estudiar como ha afectado la dispersién al estado de polarizacion de onda de scattering.

2.9.5 La matriz de extinciéon

Consideramos ahora el caso en el que medimos en la direccién de la onda incidente 7 =
fiinc. Teniendo en cuenta que el campo total es la suma del campo incidente y dispersado
podemos expresar su vector coherencia como

E(r)E4()
1= 5\ | e 09)
Eol7)E3 ()

.Siintegramos J(7) en la superficie del detector AS y considerando los resultados anterio-
res 2.18, 2.72, 2.85 operando podemos llegar a obtener

J1(F)AS = J ;e (F)AS — Kj(fine) Jine + O(r ) (2.93)

Donde Kjes el llamado matriz de extincién asociado al vector coherencia que expre-
sados en los elementos de la matriz amplitud de scattering queda :

S —Su S5 ~Sp, 0
S; S5, —S 0 -S

K= 21 2 ~l 12 2.94

J ~Sy 0 St —Sn  Sh (2.94)

0 —Sy S: S —Sm



De nuevo intercambiando del vector coherencia a los pardmetros de Stokes llegamos
aque:
IT(?inc)AS = ILincAS — K]'(ﬁinc)linc + O(r_z) (2.95)

Donde K es la matriz de extincién asociado a los pardmetros de Stokes y su relaciéon
con Kj viene dada, al igual que en la matriz fase, por la expresion :

K(ﬁinu ﬁscatt) = DK](ﬁinc, ﬁscatt)D_l (296)

210 El método de la matriz-T y la teoria de Lorenz-Mie

El método de la matriz-T es una técnica computacional, propuesta para calcular las pro-
piedades y caracteristicas del campo electromagnético dispersado, principalmente por
particulas no esféricas. Aunque se puede aplicar a diferentes tipos de particulas, sus apli-
caciones se centran en las particulas con simetrias. Para el caso simétricamente esférico
este método converge en la solucién de Lorenz -Mie

Esta técnica se basa en expandir el campo incidente y dispersado en funciones deno-
minado vectores armoénicos esféricos que se han descrito en el apéndice 4.3 y aplicar las
condiciones de contorno en las superficies del objeto dispersor, tanto para el incidente
como para el campo dispersado.

Una vez descompuesto asi el objetivo es aplicar la linealidad de las ecuaciones de
Maxwell para obtener una relacién entre los coeficientes del campo incidente y dispersa-
do, similar a la que hay en la matriz amplitud de scattering , los coeficientes se relacionan
mediante la matriz-T.

Los resultados tedricos son un tantos extensos y complejos, por lo que aqui solo hare-
mos una breve descripcién de los resultados principales.

2.10.1 La matriz-T
Si consideramos una onda incidente plana, sin incluir la dependencia temporal:

E(r) = Eoexp(ikifi - 7) (2.97)

#-Eg=0 (2.98)

Y una particula dispersora arbitraria. Expandimos los campos incidentes y dispersa-
dos como :

Ez‘nc -

\
|
HMH

Z Amn RE My (klr) + bmnRgNmn(klr) (2.99)

scatt Z Z mann klr) + anNmn (klr) (2~100)

Con r > 1y, donde r,,;, hace referencia al radio de la esfera mds pequeia circunscrita
en el objeto dispersor. Las funciones : RgM, (k17) , RgNyn(k17) , Myun(k17) v Nin (k17)
representan a los vectores armoénicos esféricos, ¥ amn , bmn Pmn Y Gmn representan a los



coeficientes que acompanan a los armoénicos esféricos. RgM (k17) , RgNyn (k1) se ca-
racterizan por ser finitos en el origen mientras que My, (ki7) , Nyn(k17) cumplen con la
condicién de radiacién de Silver-Mueller en el infinito que garantizan que las compo-
nentes transversales decaigan con la distancia como 1, al mismo tiempo que garantizan
también que la componente radial decaiga mucho mds rapido que 1.

La expansion de los coeficientes de la onda plana incidente estdn dados por las ecua-
ciones :

An = 471(—=1)"i"d,Eq - C,,, (0) e dine (2.101)
byn = 471(—=1)"i"1d,Eq - B}, (8)e”"Pinc (2.102)

Donde dy;, Cyy(0) ¥ Byn(0) toman la forma :

g n+1 Y2
" l4mn(n+1)

Coun(0) = 070 (0) — Pirtyn(0)
Bun(8) = 070 (0) — ity (6)

Las funciones Ty, (0) y 7Tmn (0) estan definidas un poco més adelante en 2.113 y 2.114.

Debido a la la linealidad de las ecuaciones de Maxwell, las relaciones entre los valores
Amn Y by de los campos incidentes y los valores pyu, ¥ gmn de los campos dispersados ha
de ser lineal y esta dado por la matriz T de forma :

n'=oc0 m’'=n"

n'=1 m=—n"

Gun =Y, Y (Tornm w + Totnbm ) (2.104)

n'=1m=—n

Podemos expresar el resultado anterior de una forma mds compacta, es decir en forma

matricial :
p a T11 T12 ) ( a >
=T = 2.105
( q > ( b > ( Ty Ty b (2.105)

La ecuacion anterior es esencial en este método. En efecto, si conocemos la matriz T
podemos deducir de las ecuaciones, 2.101, 2.102, 2.103 y 2.104 la relacién entre el campo
incidente y el campo dispersado a partir de sus coeficientes. Se puede también obtener
el operador scattering diddico definido en la ecuacién, conseguir los valores asociados a
la matriz amplitud de scattering, (no lo mostraremos aqui, pues las relaciones son muy
extensas y no es el objetivo, pero se puede ver en [2]) y con ella la matriz fase y la matriz
extincion estudiados en capitulos anteriores .

Una caracteristica esencial de la matriz-T, es que solo depende de las caracteristicas
fisicas y geométricas de la particula dispersora, tales como el tamario, la forma, la mor-
fologia, es completamente independiente de la direccién de la onda incidente, y de los
estados de polarizacién de esta.



2.10.2 La teoria de Lorenz-Mie

La teoria de Lorenz-Mie, a veces también denominado solucion de Lorent-Mie, es un caso
particular del anterior método, se obtiene de las relaciones anteriores considerando una
particula de scattering esféricamente simétrica, en ese caso es mucho mas factible obtener
la matriz amplitud de scattering. Las relaciones quedan :

P i & & 2n+1 o
11\ PscattMine, ) = — ¢ AnTnn\Uscatt ) Tmn (Yine nTCmn \Yine ) T0mn Yine
Su ) =) Ty (Bscatt) Tn (Bine) + b T (Bine) o (B
(2.106)

eim(%c””ﬂpi'w) [Tmn (escutt) TUnn (Gscatt)] (an + bn)
(2.107)

nn+1)

. . 1 & "= 2n+1 vy
521 (nscattninc/) - -7 Z Z 7317”(%”“ (Pmc)[Tmn (einc)nmn (Hinc)](an + bn)

k] =1 m=——n Tl(i’l + 1)
(2.108)
A h L N 2041 i pune)
SZZ(”scatt”inc,) = _E V;m;n me scatt = ine [Tmn(einc)nmn (Gscatt)](an + bn)
(2.109)

Se podria simplificar més si colocamos el sistema de coordenadas de tal forma que en el
eje z, corresponda a la direccién de propagacion y @scatt = Pine

I < 2n+1
Su (Gscuttl Pinc, 0, (,bz'nc) = El Z m [bn Tty (escatt) +a, T (Gscatt)] (2.110)
n=1
S12 (escatt/ (Pinc, 01 (Pinc) = 521 (Gscatt/ (Pincz O/ ¢inc> =0 (2-111)
i & 2n+1
522 (Gscatt/ (Pinc; 0/ (Pz'nc) = El Z m [bnTn (Qscatt) + a7y <95catt)] (2112)
n=1

La funciones angulares 77, (0) y 7,(0) estan dadas por :

T, (0) = _ﬁqu (cos6) (2.113)
7,(0) = . (0) = —ddGP,ll(cos 0) (2.114)

Siendo P} las funciones de Legendre descritas en 4.12

Los coeficientes a, y b, son dependientes del indice de refraccién m y del pardmetro
x =kyr:

i (m) ), (%) — (), (m2)
= ()8 (%) — En ()P (m2) (2115)
g (mx) () — pu () (1)
= g, ()8 (x) — & ()P (m2) (2116)



Con ,(x) = xju(x) y &n(x) = xhl(x) , donde las funciones j,(x) , son las funciones
de Bessel y I}, las funciones de Hankel de primera clase definidas en el apéndice 4.10.
La notacién “ indica dentro del volumen del objeto dispersor. Como se ha mencionado
antes, una vez determinado la matriz S, podemos obtener mas propiedades del scattering
a partir de la matriz de fase, matriz de extincién ...

En general, la teoria de Mie se suele utilizar para particulas dispersoras cuyos didme-
tros, no son significativamente mayores que la longitud de onda incidente (del tamafio
menor que 1um) , mientras que el método de la matriz T, se suele utilizar en general para
particulas no esféricas, y para particulas cuyo tamafio sea mucho mayor que la longitudes
de onda incidentes.

3 Conclusion

The theory of scattering is too complex and extensive a theory to be included in the work,
that is why a brief description of the main theoretical results has been made, perhaps
without, the formalism and the necessary rigor, since no we have deduced most of the
expressions. Simply, the expressions taken mostly from [1, 2] have been presented and
the main consequences have been described and interpreted. We can summarize some of
the most important conclusions of the work.

= It has been seen that the scattering phenomenon does not depend at all on the inci-
dent waves, but rather on the physical properties of the scattering particle.

= In a plane wave the scattering effect is given by the dyadic transformation T . If
we obtain this operator, applying it directly to the incidence term, we obtain the
dispersion term. The operator T also allows us to obtain the Poynting -Stokes tensor
of the dispersed field, simply apply the expression 2.62 . Once this is obtained, we
can calculate the Poynting vector and with it its average energy.

= Polychromatic electromagnetic fields can be obtained as a sum of N plane waves.
As a consequence we can apply the same properties described in the previous para-
graph considering each plane wave and then add to obtain the total field.

» The expression 2.58 that indicates in general terms the result of the Escatt term,
usually does not have an exact solution, so analytical or computational methods
are usually used. such as the T-matrix method or Lorent-Mie theory.

= The dispersion term is usually complex, for this reason it is usually resorted to or it
is used to work in a far field where a spherical plane wave is in the form.

= In order to be considered as being in the far field regime, the conditions 2.73, 2.74 y
2.75 must be met.

= The scattering amplitude matrix S if known gives us all the information about the
behavior of the Esqy, in the far field regime, in addition to allowing us to calculate
the phase matrix and the extinction matrix .

= The phase matrix gives us the relationship between the Stokes parameters of the
incident wave and the scattered wave. With which we can calculate the polarization
state of the scattering term in different directions to the incident wave



= The extinction matrix indicates, in second order approximation, the energy loss in
the direction of the incident wave.

= The Lorenz-Mie theory and the T-matrix method are current computational met-
hods that allow us to approximate the scattered field by calculating its coefficients.

The first case for spherical and smaller particles, and the second for particles with
any morphology.

4 Apéndice
4.1 El producto diddico

Definimos una diada A, como el producto diddico o tensorial de dos vectores de forma
que A = A®B. Este producto diadico se puede representar en coordenadas cartesianas
como una matriz cuyos elementos son

axby axb, axb,

A®B= | ayby ayb, ab; 4.1)
azby ab, ab,

DondeA = (ay a, a. )yB = ( by b, b, ).También podemos obtener el resul-
tado anterior como la representacién del producto de matrices considerando cada vector
como una matriz columna y fila, es decir :

AoB=| a, | (b by b.) (4.2)

Podemos enumerar algunas propiedades del producto diddico :

1. Linealidad
A® (bB+cC)=bA®B+bA®C (4.3)

2. Por lo general no es conmutativo
ARB#B®A

3. Es asociativo con el producto escalar

C(A®B)=(C-A)®B (4.4)

4. Es asociativo con el producto vectorial

(AB)xC=A® (BxC) (4.5)



4.2 El operador y la funcién de Green

Definimos el operador de Green como:
G(r7)=(I+5VeaV)F7) (4.6)

Donde I, es el operador identidad, k un nimero real positivo (niimero de onda ), V
es el operador nabla , y g(7,7") es la funcién de Green empleada en electromagnetismo, es

decir: (i )
_ . exp(ik|r —7
(7, 7) = =7 4.7)

Podemos enumerar algunas propiedades de utilidad :

1. El operador de Green es simétrico, es decir verifica que: G(7,7) = G(F,7F) y G(F,7) =
[G(77)]".

2. Esinvariante frente a traslaciones, o sea : G (7,7) = G(F+ R, 7

_|_

R).

3. Verifica que Limz_z|,g(7,7") =0

4. Identidad diadica V x (V® V) = (VxV)®V =0

5. Se podria demostrar que si kr >> 1 (una condicién para el campo lejano) entonces :

~ ~ exp(ikr)

G(70)=(T-?®7) (4.8)

47tr

Calcularemos a continuacion el operador de Green para en el caso en el que nos situemos
en régimen de campo lejano donde las condiciones se detallan en la subseccién 2.9.1 .

Usaremos por ello coordenadas esféricas donde el operador V toma la forma V = f’% +

A ~ . ‘s _ —, P.7 27 - = ~
051 +¢%rse1n9‘ Aproximando la expresién [F — 7| = r\ /1 =250 + Sy a [f — 7| ~r—7F-

7+ é y considerando la propiedad de traslacion junto con la ecuacién 4.8 . Obtenemos
que

Cri)=0-1e f)eng‘”exp(—ikf ) (4.9)

Que es el operador de Green para campos lejanos

4.3 Escalares y vectores armoénicos esféricos

Las funciones de Bessel de Primera clase se definen como

) =" (1) ()

x dx x

y las de segunda clase como




Las funciones de Hankel de primera y segunda clase se definen como una combinacién
lineal de funciones de Bessel :

1Y (x) = ju(x) + iyn(x) (4.10)

W (x) = ju(x) — iyn(x) (4.11)

Las funciones P/" son las funciones de Legendre que escritos en términos de los polino-
mios de Legendre quedan :

m d™

Pi(x) = (=1)"(1=2%)2 P, (4.12)
1 d
P(x) = ﬁ@(xz - 1)

Las funciones vectoriales R¢Mn (k17), RgNyn (k1) , My (k17) ¥ Ny (k17) quedan como
sigue :
RgMyn (k17) = Ymn'V X Rgyn ka7, 60, ¢)
an (k17> = ')’mnv X lpmn (klr/ 9/ (P)
1

RgNyn (kir) = p

V x RgMyn ki1, 6, @)

Ny (kir) = %V X M (k17,0, )

Con el valor de ¢, RgPmn ¥ Ymndados por las expresiones:

R = ju(kir) Py (cos p)e™?

Y (k1r, 0, ) = Iy (kar) P (cos @)™
—_— ((2n+1)(n—m)!>1/2

47t(n+m)!
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Breve descripcion del trabajo:

El aerosol atmosférico estd constituido por particulas soélidas o liquidas que se encuentran suspendidas en la
atmosfera. Estas particulas atmosféricas afectan el clima de forma directa, dispersando y absorbiendo la radiacion
solar, y también de forma indirecta ya que pueden modificar las propiedades de las nubes. Esto se debe a que las
gotas de nube se forman por la activacion de un subconjunto de aerosoles atmosféricos conocidos como nticleos de
condensacion de nubes (CCN). Varios tipos de particulas bioldgicas primarias como el polen han sido identificadas
como potenciales CCN, lo que tendria una gran repercusion en las estimaciones de cambio climatico. Conocer los
patrones de dispersion del polen es esencial para entender mejor como actuan como CCN, y es aqui donde se
encuentran las mayores incertidumbres actualmente. Recientemente, se han desarrollado varios instrumentos que
permiten identificar y cuantificar en tiempo casi real las concentraciones y tipos polinicos, y sobre todo, sus patrones
de dispersion. Estos instrumentos representan un gran avance respecto a las técnicas tradicionales de conteo de
polen por microscopia. Por tanto, conocer el patron de dispersion de dichas particulas biogénicas es de gran
relevancia para mejorar los algoritmos de deteccion de este tipo de particulas.

Obijetivos planteados:

El principal objetivo de este trabajo sera estudiar la capacidad de dispersion y su dependencia angular de diferentes
especies de polen y esporas caracteristicas del Parque Nacional de Sierra Nevada.

Metodologia:

Para alcanzar el objetivo propuesto, se utilizaran muestras de polen y esporas de las especies mas comunes en la
zona de estudio (Parque Nacional de Sierra Nevada). Con estas muestras, se creara en laboratorio una suspension
que servira de entrada a instrumentos de medida capaces de medir tanto la cantidad de radiacion dispersada como
el patron de dispersion de radiacion. Nos centraremos principalmente en el rango de radiacion visible. También se
medird para esta suspension de particulas de polen la distribucion de tamafio y asi conocer mediante métodos
indirectos el tamafio predominante de las particulas de polen. Una vez conocido el tamafo, se utilizara la teoria
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matematica adecuada para reproducir los patrones de dispersion medidos en laboratorio: Si el rango de tamaiio de

particulas es inferior a 1 pm, se utilizara la teoria de Mie, mientras que para rangos de particulas superiores se
utilizara una teoria mas compleja conocida como T-Matrix.

Tanto la teoria de Mie como la T-Matrix se han implementado ya en distintos codigos disponibles en el Grupo de
Fisica de la Atmdsfera de la Universidad de Granada (GFAT). Se espera que el alumno se familiarice primero con
ambas teorias mediante un andlisis bibliografico y posteriormente en el manejo de estos codigos. Se prevé que el

alumno se familiarice también con los distintos instrumentos de medida disponibles para realizar este estudio en el
GFAT.

A rellenar sélo en el caso que el alumno sea quien realice la propuesta de TFG
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