Primitivas inmediatas

1. Concepto de primitiva

Definiciéon 1.1. Sean I un intervalo de Ry f: I € R — R una funcién. Se dice que es

F:1CR— R esuna primitiva de f si F es derivable y F’(x) = f(x) para todo x € I.
Observacion.

= Todas las primitivas de una funcién se conocen en cuanto se conoce una. De hecho,
si F es una primitiva de f, las funciones de la forma F + C, con C € R, son también

primitivas de f.

= Pararepresentar una primitiva de una funcién usaremos la notacién siguiente: f flx)dx.

2. Primitivas inmediatas

Si conocemos bien las derivadas de las funciones elementales, conoceremos bien la tabla

de primitivas inmediatas. En el Cuadro [1{tenemos las primitivas de las funciones usuales.
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Primitivas inmediatas

f(x) f f(x)dx
x" o
1/x log(|x|)
a* a*/log(a)
e* e*
sen(x) —cos(x)
cos(x) sen(x)
tan(x) —log(|cos(x)|)
senh(x)  cosh(x)
cosh(x)  senh(x)
sec’(x)  tan(x)
cosec?(x) —cotan(x)
11_x2 arcsen(x)
1__1x2 arccos(x)
- +1x2 arctan(x)

Cuadro 1: Primitivas inmediatas
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Célculo de integrales

3. Calculo de integrales

La siguiente regla se aplica para calcular la integral de una funcién en un intervalo de la
forma [a, b].

Regla de Barrow: Sea f: [a,b] — R y G una primitiva de f. Entonces,

b
J f(x)dx =G(b)—G(a) .

Ejemplo 1. Vamos a calcular la integral de la funcién f(x) = x2 en el intervalo [1, 2].

» Calculamos una primitiva de f:
G(x)= f x2dx =2

= Aplicamos la Regla de Barrow:

i 8 1 7
Jl f(x)dx:G(z)_G(l):§_§:§
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3.1 Propiedades de las integrales Meétodos de integracion

3.1. Propiedades de las integrales

» La integral de una suma es la suma de las integrales; es decir,

b b b
J (f+g)(x)dx:f f(x)dx+f g(x)dx .

» Cuando el integrando presenta un factor comun constante, el resultado es el siguiente:
b b
J af(x)dx=a J flx)dx .
a a

4. Métodos de integracién

4.1. Cambio de variable

En determinadas integrales nos interesa hacer un cambio de variable, esto es, x = g(t),
con el objetivo de que la nueva integral sea mas sencilla de calcular. Utilizaremos entonces

el siguiente resultado:

4.1 Teorema (Cambio de variable). Sea g: [a, b] — R una funcién derivable y con derivada
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4.1 Cambio de variable Meétodos de integracion

g’ continua. Sea I un intervalo tal que ¢([a,b]) C Iy f: 1 — R una funcién continua con

primitiva G. Entonces

$(b) b
J fx)dx = J (f (g(£) g'(t) dt = G(g(b)) — G(g(a)).

¢(a)
X 13 2x
J e +3e
2+ex
Para ello, hacemos el cambio de variable: y = e*.
e* + 3% y=e* y+3y% 1
—dx = dy | = -—dy
2+ ex dy=e*dx = dx=5" 2+y y

1+ 3y ( 5 )
= dy = 3——— |d
f 2+y Y J 2+y d

=3y —5log|ly +2|+C =3e* —5log(e* +2)+C.

Ejemplo 2. Vamos a calcular
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4.2 Integracion por partes Meétodos de integracion

4.2. Integracién por partes

Siuy v son dos funciones, teniendo en cuenta que (u-v) =u-v'+v-u’, obtenemos que

J u(x )V (x)dx = u(x)v(x) —J v )u'(x) dx.

Esta férmula aparece escrita en muchas ocasiones de la forma

fudv=uv—fvdu

El siguiente teorema especifica con un poco mas de rigor las condiciones necesarias.

4.2 Teorema (Integracion por partes). Sean u,v: [a, b] — R funciones derivables con derivada

continua. Entonces uv’ y vu’ son integrables en [a, b]
Yy g Yy

b b
f u(x)v/(x)dx=u(b)v(b)—u(a)v(a)—f v )u'(x) dx.

6 Jerénimo Alaminos Prats, José Extremera Lizana, Pilar Mufioz Rivas (¢)



4.3 Integracion de funciones racionales Meétodos de integracion

Ejemplo 3. Calcula f xe*dx.

u=ux, du=dx
xeXdx = =xe*— | e¥dx=xe*—e*=e(x—1).

dv=e¥dx, v=e"

4.3. Integracién de funciones racionales

En este apartado vamos a estudiar el calculo de f % dx, donde P y Q son funciones
polindémicas. Obviamente, si el grado de P es mayor o igual que el de Q, podemos dividir los

dos polinomios obteniendo
P(x) _ G(x)
Q(x) Q(x)’

donde H(x) y G(x) son polinomios y el grado de G es menor que el grado de Q. Por tanto,

H(x)+

de aqui en adelante supondremos siempre que el grado de P es menor que el grado de Q.

Estudiaremos el caso en que Q(x) admite raices reales. En este caso el denominador tiene
la forma Q(x) = (x —a;)"*(x —a,)?...(x —a,)™, y podemos descomponer la fracciéon %

en fracciones simples

P(x) _ Ay Ay Ar1

Q(x) x—a; (x—a;)? L (x —ay)n
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4.3 Integracion de funciones racionales Meétodos de integracion

Bl Bz Cr
- + e ——
x—ay  (x—ay)? (x—a,)m

n

Cada una de estas fracciones son de integracion inmediata.

Ejemplo 4. Calcula f m dx.

1 A B C D
- Dx+1P x—1 x+1 (x+12 (x+1)
A +1P+Bx—1)(x+1)*+C(x—1)(x+1)+D(x—1)
B (x—1D)(x+1)3
_(A+B)x*+(3A+B+C)x*+(3A—B+D)x+A—B—C—D
B (x—1)(x +1)3

1
T x—1D)(x+1)3

Igualando coeficientes nos queda el sistema

A+B =0
3A+B+C =0
3A—B +D=0
A—B—-C—-D=1
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4.3 Integracion de funciones racionales Meétodos de integracion

que tiene como solucionesA=1/8, B=—1/8, C =—1/4y D =—1/2. La integral queda

dx _1 dx _1 1
(x—l)(x+1)3_8 x—1 x+1 (x+1)2 (x+1)3

——loglx—ll——log|x+1|+

4(x + 1) 4(x +1)2°
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Ejercicios

5. Ejercicios

Ejercicio 1. Calcula una primitiva de las siguientes funciones:

a) f(x)=4x>—5x2—7x+1, d) f(x)=(8x—3)(4x*—3x+8)%,
b) f(x)=x2+1, e) f(x)=(x*>—1)(x®>—3x+5)"2
Q) f(x)=5vx, f) f(x)=x3.

Ejercicio 2. Calcula una primitiva de las siguientes funciones:
a) f(x) =22, d) fx) =27,
b) f(x) = "%, &) f(x)=xe*,
Q) f(x)=(x2—1)ex ~3*5, £ fx)=x*Vx¥+1.

Ejercicio 3. Calcula una primitiva de las siguientes funciones:
a) f(x)=1log(5x), ¢) f(x)=arctan(x), e) f(x)=xlog(x),

b) f(x)=xe", d) f(x)=sen(x)e*, £ f(x)=x2%e™.
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Ejercicios

Ejercicio 4. Calcula una primitiva de las siguientes funciones:
_ x+1 _ 242
a) f(x) X242x—3 d) f(X) x3)i3x 2

b) f(x)= §2+1

e) f(x)= x4—4x3’
o) f(x) = zmsas ) f(X) = s

Ejercicio 5. Calcula las integrales siguientes:

a) flz logJEX)’dx’ d) f23 x3—3x§+3x—1 dX,
b) fol arcsen(x)dx, e) flz/slog(Sx)dx,
) fln sen(x)e*dx, ) fol x2 Vx4 +1dx.
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