Ecuaciones lineales

1. Ecuaciones lineales

Una ecuacion lineal es aquella en la que las incégnitas aparecen multiplicadas por valores
numéricos y sumadas tal y como aparecen en el siguiente ejemplo:
Ejemplo 1.
2 5 12
3X—=y+-z=——
5 3 18
Sila ecuacién tiene 3 incégnitas, como en este ejemplo, cada solucién consta de 3 numeros.
Una solucion es la terna (—%, 0,0), es decir, x = —%; y=0;2=0.
Esta ecuacion anterior tiene otras muchas soluciones. Algunas de ellas son las siguientes:

x=0 —5 z2=0
0 0 2
X = = g = ——
Y 5

x—1 —25 z=1
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Ecuaciones lineales

Una forma de hallar mds soluciones consiste en despejar alguna de las variables en funcién

de las demads. Por ejemplo, si despejamos y tenemos la siguiente expresion

2 5 12
x—=y+-z=——
5 3 18
2 12 5
——y=—"——-3x—2%2
5 18 3
5 12 5 5 5
y=—-—+--3x+---2
2 18 2 2 3
5 15x 252
Y7372 e

De esta forma asignando valores cualesquiera a x,z obtenemos el correspondiente valor de
y que soluciona la ecuacién. Para escribir todas las soluciones de esta ecuaciéon solemos

expresarlo de la siguiente forma:

+%A+%,u A, UER

N R
I
T win >

Este proceso puede hacerse con cualquier variable, con lo que obtendriamos una forma di-

ferente para la expresién de todas soluciones pero exactamente el mismo conjunto de solu-
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Dos ecuaciones con dos incégnitas

ciones.

2. Dos ecuaciones con dos incégnitas
Vamos a dar algunas directrices para resolver sistemas de ecuaciones del tipo

a;x+by=c¢

a,x + b,y =c,

En la educacion secundaria se suelen explicar tres formas de resolver este tipo de sis-
temas de ecuaciones: sustituciéon, igualacién y reduccién. Todos ellos se basan en realizar
operaciones aritméticas que no cambian las soluciones de las ecuaciones presentes. El mds
interesante, porque puede aplicarse a sistemas de cualquier nimero de incdgnitas, es el de
reduccion; realmente se trata de una version del Método de Gauss para sistemas de dos

ecuaciones y dos incégnitas.
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2.1 Reduccion Dos ecuaciones con dos incégnitas

2.1. Reduccidén

El procedimiento de reduccién se basa en lograr que una misma variable aparezca en
ambas ecuaciones con coeficientes opuestos (mismo valor y distinto signo). Vayamos viendo

el mismo resolviendo el sistema empleado en los dos casos anteriores,

%x+3 =—2
7Y T
12 2

——Xx+=y=7
5 S Y
Vamos a reducir la variable y. Para ello multiplicamos la primera ecuacion por %, y la segunda

ecuacién por —3, obteniendo

2( 2
2 [ Zx+3y=-2 4 .6 4
;X+3y=—2 5(7 Y 35.)(--|-§y=—g
—> —>
122 12 2 6.6, __ o
5750 —3(——5X+gy=7) SX Y=
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2.1 Reduccion Dos ecuaciones con dos incégnitas

Si sumamos las dos ultimas ecuaciones obtenemos una nueva ecuacion en la que no aparece

la variable y ya que los coeficientes son opuestos y se cancelan,

4 6 36 6 4

Aty 42252y = F

35X Ty T X T Ty

4 36 6 6 4

2P x4 (222)y =201

35 5 5 5 5
256 109
—_— = —
35 5

x__1o9 35 _ 763
5 256 256

Este valor de x se sustituye en cualquiera de las ecuaciones iniciales para calcular el valor

de y,
%x+3 =—2
7X TV =
%(_7_63)4_3 —_9
7\ 256 ) Y T
109
— 243y =—2
128 " Y
109 147
3y =— — =——
128 128
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Tres ecuaciones con tres incognitas

147 1 49

128 3 128

Asi obtenemos la Unica solucidn de este sistema:

763

763 49
256

128

Ejercicio 1. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

323
575V Ty
21 _6
573775

3. Tres ecuaciones con tres incégnitas
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3.1 Meétodo de Gauss Tres ecuaciones con tres incognitas

3.1. Meétodo de Gauss

Vamos a dar un procedimiento clésico para resolver sistemas de ecuaciones lineales con

tres ecuaciones y tres incégnitas

a;x+byy+cz=d;
azx + bzy + sz == d2
asx + bsy +c3z =dy

que ademas es facil extender a cualquier sistema con m ecuaciones y n incégnitas. Este
meétodo se basa en cambiar el sistema por otro que tiene exactamente las mismas solucio-
nes y que es mas sencillo; para ello se utilizan una serie de transformaciones de entre las

siguientes:
1. Intercambiar la posicién de dos ecuaciones.
2. Multiplicar una ecuacion por un numero distinto de cero.
3. Sumar a una ecuacién un multiplo de otra.

4. Eliminar la ecuacion 0 = 0.
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3.1 Meétodo de Gauss Tres ecuaciones con tres incognitas

Ejemplo 2. Resolveremos el sistema

2x—y+2=3
x+y—2z=0
xX—y+z=2

En primer lugar vamos a intercambiar la primera y la tercera ecuacién, porque vamos a
utilizar el coeficiente de x para eliminar esta incégnita de las ecuaciones segunda y tercera,

asi que nos conviene tener un numero sencillo.

x+y—2=0
x—y+z=2
2x—y+2=3

Ahora hacemos dos transformaciones: a la segunda ecuacién le restamos la primera (es
decir, le sumamos la primera multiplicada por (—1)) y a la tercera le restamos el doble de

la primera (es decir, le sumamos la primera multiplicada por 2). El objetivo de eliminar la x
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3.1 Meétodo de Gauss Tres ecuaciones con tres incognitas

de dos ecuaciones se cumple:
x +y —=2 =0
=2y +2z =2
-3y +3z =3
Ahora multiplicamos la segunda ecuacién por —% y nos queda
x +y —=2 =0
—3y +3z =3

y a la tercera ecuacién le sumamos 3 veces la segunda

x +y —2z =0
y —z =-—1
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3.1 Meétodo de Gauss Tres ecuaciones con tres incognitas

Como ha aparecido la ecuaciéon 0 = 0 la podemos eliminar y nos queda

x +y —z =0
y —z =-1

en este sistema es facil despejar la y en la segunda ecuacién: y = —1+z y ahora sustituyendo
y en la primera despejamos también x y obtenemos: x +(—1+2)—z =0y por tanto x = 1.
Como z no tiene que cumplir ninguna condiciéon puede tomar cualquier valor, asi que es un

pardmetro. Las soluciones de este sistema son:

x=1
y=—14+A1 A€R
z2=A

Este método permite resolver cualquier sistema, o decidir que no tiene solucién, cuando

aparece una ecuacion de la forma O = b para un nimero b disitnto de cero.
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3.2 Representacion matricial de un sistema de ecuaciones lineales y determinante de una
matriz 3 X 3 Tres ecuaciones con tres incognitas

3.2. Representaciéon matricial de un sistema de ecuaciones lineales
y determinante de una matriz 3 x 3
Todo sistema de ecuaciones lineales puede representarse mediante una ecuacién matricial

haciendo uso del producto de matrices. Veamos como en el caso que nos ocupa de tres

ecuaciones y tres incognitas.

ax+byy+eaz=d a; by ¢\ [x d;
a,x +byy +cz=d, = a by, o |ly|=]1]d,
asx + bsy +c3z =ds az by c3) \z ds
La matriz
a; by
a; by ¢
as bz c3

se llama matriz de coeficientes del sistema y a
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3.2 Representacion matricial de un sistema de ecuaciones lineales y determinante de una
matriz 3 X 3 Tres ecuaciones con tres incognitas

la llamamos columna de términos independientes. Reuniendo toda la informacién del sistema

tenemos la matriz ampliada del sistema:

a by ¢ d
a, b, ¢, d,

as by c3 dj

Recordemos que el determinante de una matriz cuadrada 3 x 3 puede calcularse mediante

la regla de Sarrus

a;; dgp dis
gy Aoy Qo3| = Aq10d92033 + A12093037 + A130d91A3p — A13020d37 — A1103033 — A12021d33

ds; dsp dss

que puede recordarse de forma mas sencilla mediante el diagrama
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3.3 Regla de Cramer Tres ecuaciones con tres incognitas

en el que sumamos los productos asociados a lineas continuas y restamos los productos

asociados a lineas discontinuas.

3.3. Regla de Cramer

Basado en el cdlculo de determinantes existe un procedimiento llamado Regla de Cramer
que puede utilizarse para resolver sistemas de ecuaciones que cumplan dos condiciones: que
el nimero de incognitas sea igual al de ecuaciones (para que la matriz de coeficientes sea
cuadrada) y que el determinante de la matriz de coeficientes sea distinto de cero. Es poco
practico para 3 ecuaciones con 3 incégnitas, y para cuatro o mds incégnitas el procedimiento
se puede aplicar (si se conoce el célculo de determinantes de dicho tamafio), pero la cantidad
de operaciones necesarias para su conclusion se incrementa de forma extraordinaria. Una

vez descrito el sistema de ecuaciones lineales mediante su expresién matricial, la regla de
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3.3 Regla de Cramer Tres ecuaciones con tres incognitas

Cramer nos da un método sencillo de resolucion. Dado el sistema de ecuaciones lineales

a, by g\ [x d; a; by ¢

a by, ¢, ||y |=|dy| con|a, b, cy|#0

as by c3) \z d, as by cg

la solucion al mismo es
di by o a; di a; by d;
dy by ¢ a, dy ¢ a, by, d,
ds bsy c5 as ds cg as by dj
X = y = z =

a; by o a; by o a by o
a, by ¢ a, by ¢ a, by ¢
as by cs as by cs as by c3
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3.3 Regla de Cramer Tres ecuaciones con tres incognitas

Ejemplo 3. Vamos a resolver el sistema de ecuaciones lineales

(1
5x—2y+22=—2
2
{ —3x+=z=0
5
3x+§ 52—E
(P TEY TR

En primer lugar calculamos el determinante de la matriz de coeficientes de las variables, lo
que podemos hacer aplicando la regla de Sarrus

2 =2
2 , ] 1 2 3
=3 0 F|=5-0:(5)+(=2)-5-3+2:(=3) ¢
3
3 ¢ -5
123
—2.0-3—=-.-=.=2— —2)-(=3)- (-5
5 s g (2 (3) (-9
12 18 6 5
5 5 50 25

Como el resultado es distinto de 0 podemos proseguir y aplicar la Regla de Cramer para

15 Departamento de Algebra. Universidad de Granada(c)



3.3 Regla de Cramer Tres ecuaciones con tres incognitas

obtener los valores de x, y y 2

—2 =2 s =2 2 s =2 -2
0o o0 2 -3 0 2 -3 0 0
3 3 3 3 3
x:Z;_5:_1;9 y=1 ;_SZZSZ = 7 Z:_31758
25 25 25

Ejercicio 2. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

1.

1
X—2y+3z=—
Y 5
X 2 +32— 3
YT52 T 10
2x+2 +1z— 11
\ 57 T3* T 7%

y—2z=—4
x+y—2z=0
2x—y+2z=3
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3.3 Regla de Cramer Tres ecuaciones con tres incognitas

> x—2y+3z=—6
2x+y—2=5
Sx+y+3z=4
4.
x—2y+3z2=—6
2x+y—2=5
3x—y+22=2
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